V.llín.E.Pozniak 


FUNDAMENTOS 
DEL ANALISIS 
MATEMATICO 


3 


EDITORIAL - MIR - MOSCÚ 


FUNDAMENTOS 
DEL ANÁLISIS 
MATEMÁTICO 


В. А. Ильин, Э. Г. Позняк 


основы 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
АНАЛИЗА 


В З томах 


Том 3 


Москва 
«Наука» 


V п, E. Pozniaik 


FUNDAMENTOS 
DEL ANÁLISIS 
MATEMÁTICO 


En 3 tomos 


3 


EDITORIAL MIR MOSCÚ 


Traducido del ruso por el ingeniero K. P. Medkow 


Impreso en la URSS 


На пспанском языке 


Mockna, «Наука», 1980 
Č traducción al español, revisada y am- 
pliada, К.Р. Мейкоу, 1994 


ISBN 5-03-002211-2 
ISBN 5-03-002060-< 


INDICE 


Prefacio 


Capítulo. £. Sucesiones y series funcionales 
$ 4. Convergencia uniforme 


$2. Integración y y diferenciación término a término de las sncesiones 
y series funcionales 


$ 3. Equicontinuidad de 
Arzelá 


$ 4. Series de potencias 
$ 5. Desarrollo de las funciones en sorios de potencias 


ua sucesión de funciones. Teorema de 


Capítulo 2. Integrales dobles e integrales n-múltiples 
$ 1. Definición y existencia de la integral doble 
$ 2. Propiedades principales de la integral doble 
E 3. Reducción de la integral doble a la integral reiterada 
$ 4. Integrales triples o integrales n-múltiples 


$ 5. Cambio de varimbles en una integral «múltiple, 
Complemento al capítulo 2. 


Capitulo 3. Integrales impropias 
dimensional) 
» 


$ 1 Integralos impropias de primera especie (caso ш 
$ 2, Integrales impropias de segunda especie (caso uniiimensi 


$ 3. Valor principal de la integral impropia 
$ 4. Intozralos impropias múltiples 


Capítulo 4. Integrales curvilíneas 


$ 1. Definiciones do los integrales enrvilíneas y el sentido físico de 
las” mismas 


$ 2. Existencia de las integrales curvilineas y reducción dle las 
mismas a las integrales definidas 


Capítulo 5. Integrales de superficie 
$ 4. Concepto ¿le superficie 
§ 2. Área de una superficie 


$3. Integrales de superficie 


6 Índice 


Capítulo 6. Operaciones principales de la teoría del campo 
$ 1. Transformación de las bases y de Jas coordenadas. Invariantos 


Ed Cuumpo, escalar y campo vectorial Concoptos de operaciones 
fundamentales 


$ 3. Expresión de las operaciones fundamentales de la teoría «del 
compo on coordenadas curvilíneas 
Capítulo 7. Fórmulas de Green, Stokes. Ostrogradski 
$ 1. Fórmula de Green 
$ 2. Fórmula de Stokes 
$ 3. Fórmula de Ostrogradski 


$ 4. Algunas aplicaciones de las fórmulas de Green, Stokes y Ostro- 
gradski 


Complemento al capítulo 7. Fermas diferenciales en un espacio enclídeo 
$ 1. Formas polilineales de signos variables 
$ 2, Formas diferenciales 
$ 3. Aplicaciones diferenciables 
$ 4. Integración de los formas diferenciales 


Capítulo 8. Medida e integral de Lebesgue 
$ 1. Sobre la estructura de los conjuntos abiertos y cerrados 
$ 2. Conjuntos medibles 


$ 5. Funciones medibles 


$ 4. Integral de Lebesgue 


Complemento 1 al capítulo 8. Condición necesaria y suficiente de 
intograbilidad según Riemann 


Complemento 2 al capítulo 8. Condición necesaria y suficiente de 
integrabilidad de una función acotada según Lebesgue. 


Capítulo 9. Integrales dependientes de los parámetros 
$ 1. Integrales propias dependientes de un parámetro 
$ 2. Integrales impropias dependientes de un parámotro 


$ 3. Aplicación de la teoría do integrales dependientes de un pará- 
metro al cálculo de las integrales impropias 


$ 4. Integrales de Euler 


$ 5. Fórmula de Stirling 
$ 6. Integrales múltiples dependientes de un parámetro 


152 


281 


310 
з 


Indico 7 
Capítulo 10. Series e integral de Fourier 320 
$ 1. Concepto de los sistemas ortonormalizados y de la serio general 
de Fourier к 320 
$ 2. Sistemas ortomormalizados cerrados y completos 329 
$ 3. Carácter corrado del sistema trigonométrico y corolarios зи 
$ 4. Condiciones más впаріех de convergencia uniforme y de @Шегеп- 
ciación término a término de una serie trigonométrica de Fourier 338 
$5, Condiciones más exactas de convergencia uniforme y condiciones 
lo convergencia ев un punto dado 343 
$ 6. Integral de Fourier 367 
$ 7. Series trigonométricas múltiples е integrales de Fourier 318 
Capítulo 11. Espacio de Hilbert ase 
$ 1. Espacio 1 aga 
$ 2. Espacio L3 305 
$ 3. Espacio ubstracto de Milbert ““ 
% 4. Operadores autoconjugados totalmente continuos en el espacio 
de Hilbert з 
Capítulo 12. Fundamentos de la teoría de las curvas y superficies 427 
$ 4. Funciones vectoriales 425 
$ 2. Algunos datos de la teoría de las curvas 43% 
$ 3. Algunos datos de la teoría de las superficies ^^ 
Anexo. Sobre el cálculo de los valores de una función según los coeli- 
cientes de Fourier dados en la forma aproximada AGR 


Indice alfabético 


PREFACIO 


En el fundamento de este libro se han puesto las conferencias 
dictadas por los autores en la Universidad Estatal de Moscú M. V. Lo- 
monósov durante toda una serie de años. 

Al igual que en los tomos 1, 2, los autores aspiraban a hacer la 
exposición más sistemática y subrayar los teoremas y conceptos 
más importantes. 

Además del material previsto por el programa, el libro contiene 
una serie de cuestiones adicionales que juegan vn papel de impor- 
tancia en diferentes apartados de las matemáticas modernas y de la 
física (teoría de la medida y la integral de Lobesgue, teoría de los 
espacios de Filbert y de operadores autoconjugados lineales, (вот 
de las formas diferenciales en los espacios euclídoos u otros). Algunos 
apartados están tratados con mayor generalidad у para las restriecio- 
nes más débiles que las usuales. Entre ellas pueden mencionarse, por 
ejemplo, las condiciones de la diferenciación término a término y de 
integración término a término de las sucesiones funcionales y de las 
series, el teorema sobre el cambio de las variables en una integral 
múltiple, fórmulas de Green y de Stokes, las condiciones necesarias 
de integrabilidad de una función acotada según Riemann v según 
Lebesgue. 

Lo mismo que en los tomos 1, 2, aquí se examinan nna serie de 
problomas relacionados con las matemáticas de cálculo. Esto se 
refiere on primer lugar al complemento al capítulo 2 sobre el cálculo 
aproximado de las integrales múltiples y un Anexo especia] sobre о] 
cálculo de los valores de las funciones según los coeficientes de Fourier 
aproximadamente definidos (método de regularización de А. N. Tí- 
donav): 

El material de este libro abarca, junlo con Jos tomos 1, 2, todo 
el curso universitario del análisis matemático. 

Acentuemos también que al leer este Jibro, los capítulos 8 «Medida 
e integral de Lebesgue», capítulo 11 «Espacio de Hilbert» y todos 
los complementos pueden omitirso sin perjudicar la comprensión 
del texto restante de la obra. 

Los autores de este libro expresan su profunda gratitud a 
А. №. Tíjonoy y A. G. Svéshnikov por muchos consejos valiosos 
y observaciones, a Sh. A. Alímov, cuyo trabajo con cl libro 
sale de los márgenes de su preparación para la impresión, а 
L. D. Kudriávtsov y S. A. Lómov, por un gran número de observa- 
ciones críticas de valor, а Р. 5. Modénov y Ya. М, Zhilcikin 
quien han prestado los materiales concernientes a la teoría del campo 
y a los métodos aproximados de cálenlos de las integrales múltiples. 

V. Ilin, E. Poniak 


Capítulo 1 
SUCESIONES Y SERIES FUNCIONALES 


En el presente capítulo se estudiarán sucesiones y series cuyos tér- 
minos no son números, sino funciones definidas sobre un conjunto 
fijo. Las sucesiones y serios de esta índole son de amplio uso en la 
práctica de representar las funciones y calcularlas de un modo 
aproximado. 


$ 1. Convergencia uniforme 


1. Concepto de sucesión funcional y de serie funcional. Siendo 
dado un conjunto fijo {x} 1), si а todo número п de una serie natural de 
números 1, 2, ..., n, . . . se le pone en correspondencia, de acuerdo 
con una ley determinada, cierta función fn (z) definida sobre el conjunto 
{т}, entonces el conjunto de funciones enumeradas f, (2), fa (х), - - 

1. fn (£), . . . se denominará sucesión funcional. 

Llamemos las funciones separadas fn (т) términos o elementos 
de la sucesión en consideración, у el conjunto {2}, dominio (о campo) 
de definición de la citada sucesión, 

Para la designación de una sucesión funcional se empleará el 
símbolo {fa (2)). 

Se denominará serie funcional la suma formalmente escrita 


Un (а) ш (а) ша (2) - -+ (2) + EN) 


de un número infinito de términos de la sucesión funcional (un (2), 

Los términos un (z) de esta sorie representan funciones definidas 
en cierto conjunto {т} 

El conjunto mencionado {т} se llamará en este caso dominio 
de definición de la serie funcional (1.1) 

La suma de los primeros л términos de la serie (1.1) se denomina, 
al igual que para el caso de una serie numérica, »-ёхіта suma parcial 
de dicha serio. 

Subrayemos que el estudio de las series funcionales es sumamente 
equivalente al estudio de las sucesiones funcionales, pues a toda serie 


1) Por (=) puede entenderse, en particular, tanto un conjunto de puntos 
da wna recta, como también un Conjunto de puntos z = (т, 3s, » - 5, Zm) del 
espacio evelídeo Em 
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funcional (1.1) lo corresponde univocamente la sucesión funcional 
5, (0), Sa (0...0. Sula)... (1.2) 
de sus sumas parciales, y viceversa, a cada sucesión funcional (1.2) 
Je corresponde unívocamente la serie funcional (1.1) con los términos 
ш (2) = Sı (2), иһ (2) = 5, (2) — Sa- (2) 
para п > 2, 
para la cual la sucesión (1.2) es sucesión de sumas parciales. 
Demos a conocer algunos ejemplos de sucesiones funcionales y de 
series funcionales. 


ruempLo 1. Veamos una sucesión de funciones {fn (2), cada 
una de las cuales está definida сп el segmento 0 < z < 1 y tiene 


ло Li эх)! 
i 1 
П Эра NO NT Ta 
Fig. Lt. 
la forma 
(1— nz) para 0<x<1/n, ы 
fn) = (1.3) 


о рага Мп 21. 


En la fig. 1.1 se exponen las gráficas de las funciones f; (2), 
La (2) Y fn (2). е 

EJEMPLO 2. A título de ejemplo de una serie funcional examine- 
mos la siguiente serie en potencias de х: 


1+ A 


[ип 


(1.4) 


Notemos que la (т + 1)-ósima suma parcial de la serio (1.4) 
difiere del desarrollo de e* por la fórmula de Maclaurin sólo en la 
magnitud del término residual А, +, (т). 

2. Convergencia de una sucesión funcional en un punto y sobre 
un conjunto. Supongamos que una sucesión funcional (0 una serie) 
está definida sobre el conjunto {z}. Fijemos пп punto arbitrario Za, 
perteneciente al conjunto {т}, y examinemos todos los términos de 
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la sucesión (o de la serie) en el punto х,. Obtendremos en este caso 
una sucesión numérica (o una serie). 

Si la citada sucesión numérica (о la serie) converge, suele decirse 
que la sucesión funcional (o la serie) converge en el punto ту. 

El conjunto de todos los puntos х,, donde converge la sucesión 
funcional dada (o la serie) se denomina dominio de convergencia de 
dicha sucesión (o de la serie). 

En diversos casos concretos el dominio de convergencia puede 
o bien coincidir con el dominio de definición, o bien constituir una 
parte del dominio de definición, төй 
о bien ser, en general, conjunto 
vacío. П 

Más abajo el lector encon- 
trará ejemplos correspondientes. 

Supongamos que una sucesión 
funcional {fn (2)) tiene а tí- 
tulo de su dominio de convergen- 
cia el conjunto {x}. Una totali- 
dad де los límites, tomados рага 
todos los valores de = del con- Fig. 1.2. 
junto {z} forma una función Меп 
determinada / (х) que también está definida sobre el conjunto {г} 

Esta función se denomina función límite de la sucesión {fn (2)) 

De una manera sumamente análoga, si la serie funcional (1.1) 
converge sobre cierto conjunto {z}, sobre dicho conjunto queda 
definida una función 5 (x) que será función límite de la sucesión 
de sus sumas parciales y se llamará suma de la citada serie, 

La sucesión (1.3) del ejomplo 1 examinado más arriba converge 
en todo el segmento 0 < = < 1. 

En efecto, fn (0) = 1 para todos los números n, es decir, en el 
punto z = 0 la sucesión (1.3) converge hacia 1а ш Й 

Ер cambio, si fijamos cualquier z del semisegmento obtenide 
0<x<1, todas las funciones fn (ж), a partir desde cierto número 
(dependiente, por supuesto, de 2) serán iguales а сего. Por consi 
guiente, en cualquier punto z del semisegmento 0 < х < 1 la suce 
sión (1.3) converge hacia cero. 

Así pues, la sucesión (1.3) converge en todo el segmento 0 s 
<x < í hacia la función límite f (т) que tiene por expresión 


1 para z=0 
0 para 0-2<1. 


La gráfica de esta función límite va expresada en la fig. 1. 

Destaguemos que esta función no es continua sobre el segment» 
0<z<1 (sufre discontinuidad en el punto z = 0). 

Analicemos ahora la serie funcional (1.4) del ejemplo 2. 


1m= 
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Esta serie converge on cualquier punto z de la recta infinita y la 
suma de la serie es igual a е". La demostración puede encontrarse 
en el cap. 4, v. (1 (véase ejemplo 3 del р. 1, $ 1 del cap. 4) 1). 

3. Concepto de convergencia uniforme sobre un conjunto. Supon- 
gamos que una sucesión 


АҺ (0), fa (2), -os fa (0), (1.5) 


convergo sobre el conjunto {т} hacia una función límite f (z) 

Definición 1. Diremos que la sucesión (1.5) converge hacia la 
función f (х) uniformemente sobre el conjunto fx), si para cualquier 
e > 0 puede indicarse tal número N (e) que con n > N (e) para todo x 
del conjunto {т} se verifica la desigualdad *) 


lfa @)—/(@ 1 е. (1.6) 


'PSERVACION 1. En esta defini n resulta muy esencial el hecho 
de que el número № depende sólo de г y no depende de т. De este 
modo, para cualquier e > 0 existe un númoro universal N (e), 
a partir del cual la desigualdad (1.6) queda válida simultáneamente 
para todos los + del conjunto {z}. 

OBSERVACIÓN 2 La convergencia de la sucesión {fn (z)} sbre el 
conjunto {т} no predetermina en absoluto su convergencia uniforme 
sobre el conjunto aducido. Así, por ejemplo, la sucesión (1-3) del 
ejemplo 1 analizado más arriba converge en todo el segmento [0, 1] 
(lo que se ha establecido anteriormento). 

Demostremos que dicha sucesión no converge uniformemente en 
el segmento 10, 11. Veamos una sucesión do puntos zn ==), (n= 
= 1, 2, ...) perteneciente al segmento [0, 1]. En cada uno de 
estos puntos (es decir, рага cada número л) se verifican las correla- 


ciones fn (Zn) = 1/2, f (za) = 0. De este modo, para cualquier 
número z tenemos 


lfa (En) — Í (En) 1= 1/2, 


es decir, cuando e < 1/2, la desigualdad (1.6) no puede ser satisfecha 
simultáneamente para todos los puntos т del segmento [0, 1}, cual- 
quiera que sea el número л. 

OBSERVACION з. Indiquemos que la convergencia, uniforme sobre 
el conjunto {z}, de una sucesión funcional ff, (x)) hacia la función 
f (z) es equivalente a la convergencia de una Sucesión numérica 


1) Además, esta demostración se deduce directamente de la fórmula de 
Maclaurin para «*, y de que el término residual en dicha fórmula tiende 
hacia cero para todo x. 

3) Si entendemos por {т} un conjunto de puntos > = (z;, .... tm) del es- 
pacio Ет, obtendremos definición de la convorgencia uniforme para la suce- 
sión fn (2) = fn (211 та, » > », Zm) de funciones de m variables, 
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{fen}, cuyos términos en representan cotas superiores exactas de la 
función |fn (т) — f (x) | sobre el conjunto {т}. 

OBSERVACION 4. De la Definición 1 se deduce inmediatamente 
que si una sucesión {fn (2)) es uniformemente convergente hacia 
{ (e) sobre todo el conjunto {т}, entonces {fn (2) converge unifor- 
memente hacia f (x) también en cualquier parte del conjunto {z}. 

Aduzcamos ahora un ejemplo de sucesión funcional que converge 
uniformemente sobre cierto conjunto {z}. Examinemos la misma 
sucesión (1.3). pero, no sobre todo el segmento 10, 1), sino en el 
16, 11, donde 6 es un número fijo del intervalo 0 < 5 < 1. Рага cual- 
quier 5 de este género existe un número, a partir del cual todos los 
elementos fn (2) serán nulos en el segmento 16, 11. Por cuanto la 
función límite f (с) es también nula on el segmento [б, 1], la desi- 
gualdad (1.6) en todo el segmento citado será lícita para cualquier 
e > 0, a partir del número indicado. Esto demuestra precisamente 
la convergencia uniforme de la sucesión (1.3) sobre el segmento 
lo, 11. 

Definición 2. Una serie funcional se llama uniformemente con- 
vergente sobre el conjunto {т} hacia su suma S (т), si la sucesión 
{Sn (2)} de sus sumas parciales converge uniformemente sobre el con- 
junto {ж} hacia la función límite 5 (2). 

Queda a cargo del lector demostrar que la serie funcional (1.4) 
dol ejemplo 2, examinado más arriba, converge hacia su suma e* 
uniformemente en cada segmento —r < r < r, dondo res un número 
positivo fijo cualquiera *). 

A. Criterio de Cauchy. Son válidos los siguientes dos teoromus 
fundamentales. 

Teorema 1.1. Para que una sucesión funcional {fn (ту) converjo 
umjormemente sobre el conjunto {х} hacía cierta función límite, es 
necesario y suficiente que para cualquier в >> 0 se encuentre un númere 
K (e) tal que se verifique la desigualdad 


Пр (0) — fn (0) | < e, ал 
Y (e), p naturales (p=1.2,..)y7 


cualesquiera que sean п > 
del conjunto {2}. 
Teorema 1.2. Para que una serie funcional 


Т шм) ТЕ 
га 


у Para demostrar, basta estm 

Maclaurin para la función e”. 

псіа entre ех y la (1+-1)-ésima suma ра! 

áneamente para todo т del segmento —r < 7< г la desigualdad 
1А, S E 


En 
(véase v. 1, fórmula (3.62). 


esidual Rupa le) en la fórmul 
ino residual, representando 1 
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converja uniformemente sobre el conjunto {z} hacia cierta suma, es 
necesario y suficiente que para cualquier e > 0 se encuentre un número 
М (e) tal que se verifique la desigualdad 

niy 

> ta 
һы 
cualesquiera que sean n > М (е), р naturales у x del conjunto {x}. 

1 teorema 1.2 es un corolario del teorema 1.1: basta indicar 

que en el primer miembro de la desigualdad (1.9) figura, bajo el 
signo de módulo, la diferencia Sy +p (ж) — Sn (z) de las sumas par- 
ciales de la serie (1.8). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 1.1. 1) NECESIDAD, Supongamos que 
la sucesión {fn (2)) converge uniformemente sobre el con- 
junto {z} hacia cierta función límite f (т). Fijamos arbitrariamente 
e > 0, Para el número positivo e/2 existe un número NV tal que para 
todos los п > N y simultáneamente para todos los z del conjunto 
{z} tenemos 


<e, 11.9) 


ljn (2) — f (2) | < 62. (1.10) 


Si р es un número natural cualquiera, entonces рага n z> N 
y para todo z del conjunto {т} queda válida con mayor razón una 
desigualdad 


Lfn+p (2) — f} (2) |< e/2. (1.11) 


Por cuanto el módulo de una suma no sobrepasa la suma de módulos, 
en virtud de (1.10) y (1.11), obtendremos 


AAN AS 
вр (2) — $ (2) | + | f (2) — fn (2) е, 


cualesquiera que sean n >> N, p naturales y z del conjunto (2). 
La necesidad está demostrada. 

2) suricencia. De la desigualdad (1.7) y del criterio de Cauchy 
para una sucesión numérica se desprendo la convergencia de la suce- 
sión {fn (2)) para т cualquiera del conjunto {z} y la existencia de 
una función límite f (2). 

Por cuanto la desigualdad (1.7) se verifica para cualquier p natu- 
ral, entonces, al realizar en dicha desigualdad el paso límite con 
р> оо (véase v. I, teorema 3.13), llegamos a que para todo 
п > N y todo z del conjunto {z} resulta válida la desigualdad 


If (2) — Jn (11 < e. 


Debido а que e'œ 0 es arbitrariamente elegido, la suficiencia queda 
demostrada. 

5. Criterios suficientes de convergencia uniforme. Enunciemos 
los criterios de convergencia uniforme o bien en los términos de las 
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sucesiones, o bien en los términos de las series, según sea Ja como- 
didad de razonar !). 

Introduzcamos, con el fin de enunciar dos criterios de convergen- 
cia uniforme de las series funcionales, algunos conceptos nuevos. 

Definición 1. Una sucesión {fn (2) se Пата uniformemente acota- 
da sobre el conjunto {x}, si existe tal número real М > 0 que para 
cualesquiera números n y para todos los puntos т del conjunto {z} se 
verifica la desigualdad 


(2) <M. 


Definición 2. Una sucesión funcional {vn (z)} se lama sucesión 
dotada de variación uniformemente acotada sobre el conjunto {z}, si 
la serie funcional 


E 0 a l (0) 
converge uniformemente sobre el conjunto citado {т}. 

Indiquemos aquí que toda sucesión dotada de variación uniforme- 
mente acotada sobre el conjunto {ж} es convergente en el mismo hacia 
cierta función límite. 

Еп ofecto, la convergencia uniforme sobre el conjunto {x} de la 
serio (ж) y el criterio de Cauchy predeterminan la convergencia 
uniforme sobre el conjunto {т} de la sorie 

2, [шк + (х)— or (231, 


cuya n-ésima suma S, tr) tiene por expresión Sn (2) = Со +1 (2) — 
—u, (2). De la última igualdad se deduce la convergencia uniforme de 
la sucesión (en (2)) hacia Ja función límite v (x) que es igual a 
S tz) = v, (a). donde S (7) es la suma de 


Le ш (2) — vr (т). 
Podemos formular ahora y demostrar los siguientes dos criterios. 
Teorema 1.3.1 (Primer criterio de Abel). Si una serie funcio- 


nal 


Y unta) 

¡A 

posee una sucesión de sumas parciales uniformemente acotada sobre el 
conjunto {z}, mientras дие la sucesión funcional (va (1) está dotada 
de variación uniformemente acotada sobre el conjunto {т} y tiene 
función límite que es idénticamente igual a cero, entonces la serie 


1) En virtud de lo dicho en ol р. 1, ambas enunciaciones son equivalentes. 
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funcional 


( 


> Lety (7) съ (2)1 (142) 


converge uniformemente sobre el conjunto {т}. 
DEMOSTRACION. Por hipótesis, existe un número M > 0 tal que Ja 
sucesión (S, (2)) de sumas parciales de la serio (1.1) para cualesquiera 
números n y para lodos los puntos т del conjunto {т} satisface 
la desigualdad | Sn (2) | < М. 
'ijamos arbitrariamente е > 0, y, a base de éste, el número /У tal 
que para todos Јох т superiores a N, para todos los p naturales у paru 
todos los puntos æ del conjunto (2) se verifiquen las desigualdades 


10 1 <a 


пареа А (ө) 
Ў тобоо р 
ж 


(hemos aprovechado aquí la convorgencia uniforme sobre el conjunto 
(e) de la sucesión (o, (2) hacia el cero idéntico, y, además, la con- 
vorgoncia uniforme sobre (2) de la serio (ж); cuando р == 1, la suma 
en (++) ha de considerarse igual а cero). 

En virtud do la identidad de Abel (4.77) del capítulo 4 v. 1) 
y debido a que el módulo de la suma de tres magnitudes no sobro- 
pasa la suma de sus módulos, obtenemos 


s к 
y СА ТИНИ 
„За “м 


Fl Sn (а) letna p HI Sn (ж) 1+] Vaa (®)1. 


Teniendo presonte que para cualesquiera números n у para todo г 
do {т} se verifica la desigualdad | Sa (т) | < M, tenemos 


э өз 1 
Y Mato a fs Y об) e (|+ 
км аы 


HM реа СЕ | va мб). 


Al cotejar la última designaldad con las desigualdades (аа), Ile- 
gamos а que para cualesquiera números n superiores а №, para todo р 
natural y todos los puntos г del conjunto {т} 


neo 


¿Y lalh |, 


“тн 
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lo que es testimonio de que la serie (1,12) converge uniformemente 
sobre el conjunto {г} (ео virtud del teorema 1.2, 

El teorema está demos! 

Teorema 1.3.11 (Segundo criterio de Abel). Si la serie funcio- 
nal. (1.1) converge uniformemente sobre el conjunto (2) hacia la suma 
S (2), acotada en el citado conjunto, mientras que una sucesión fun- 
cional {ек (e) está dotada de variación uniformemente acotada en 
el conjunto fx) u tiene funcion límite v (x), acotada sobre dicho con- 
junto. la serie Juncional (1.20) converge uniformemente sobre el con- 
Junto {z}. 

DEMOSTRACIÓN, Partiremos de la identidad de Abel (13.77) mon- 
cionada en el capítulo 4, v. E Esta identidad puedo ser escrita on la 
forma 


ау чал! 
AN 


15,6600) 5 


n AD] Paap (2) 


ЗЫ] 


(moiliante el simbolo Sy (r) está designada aquí lo n-ésima suma 
purcial de la serie (1.1); cuando p=1, la suma en el segundo miembro 
ha de considerarse igual a coro) 

Dela última identidad so de 


се la desigualdad 


к 


ЕХЕ АЕ 


ж 
казыл а С Pl rate] (5) 
4 


deuando p 1 la suma en el segundo miembro һа de considerarse 
ignal а сего). 

Puesto que la suma § (х) de la serie (1,1) y Ja función límite v 4r) 
Че la sucesión {va (2)) son. por hipótesis, acotadas sobre el conjun- 
Ло {e}, se encontrarán unas constantes M, >0 y Wa >U de tal 
ímlole que para todo z idel conjunto {z} se verifiquen las designaldades 


[Sil Ms | et lx Me. 


De estas desigualdades y de la convergencia uniforme sobre el 
conjunto {z} de las sucesiones {S (2)) y (e (0) bacia las funciones 
límites S (2) y v (x), respectivamente, proviene la existencia de tal 
número А,, que para todos los puntos z del conjunto {т} y para Lodo 
número м que satisface la condición n>N, queden válidas las 
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designaldados 
ES @)|< М,+ 1, | DSM +4 а} 


de la convergencia uniforme sobre el conjunto {x} de las 
земех funcionales (1.1) y (e) y del criterio de Cauchy de convergen- 
cia uniforme proviene que para e > 0 arbitrario existen los números 
Na (e) y А, te) tales que la desisnaldad 


Alos 


(Se (@)— 5 01 <a “) 


quedo válida para todos los puntos 2 del conjunto {г}, todos Jos p 
naturales y todos los т que satisfacen la condición п > N, (е), y la 
desigualdad 


S шыште] зау w 
кыа 


queue válida pata todos los puntos z del conjuuto (2), tolos 105 р 
naturales y todos los н que satisfacen la condición n> Vs (2) 
Por fin. de la identidad 


Prot Ip + (0) a Ma) — гъ (Т, 


(т 


y de las Почитай асе 


ө, „а)— Lota ta) | 


que proviono de la identidad y (о) se deduce que 


IS тти 00 


para todos los puntos т del conjunto {с}, todos los р naturales y to- 
dos los n que satisfacen la condición 1 > N, (e). 

Denotemos con А (e) el número mávimo de los Lres: У. уе 

Entonces, cuaudo л> М (e), para todos los puntos х del сопјип- 

to {z} y para todo p natural se verificará cada una de las cuatro 

desigualdades (а). (b), tc) y (d). 

гж 

Do estas desigualdados y de | + 

Le 


) se deduce que 


эре! 
SY luris) os ta] 
rin 


<e 
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para cualquier п > 
dol conjunto (2) 

En virtud del criterio de Cauchy, la serie (4.12) converge unifor- 
memente sobro el conjunto {г}. ÈI teorema está demostrado, 

Corolario del teorema 1.3.1. (Criterio de Dirichlel—Abel). 
Si la serie funcional (1. 1) posee una sucesión de sumas parciales nni- 
formemente acotada subre el conjunto {т}, y su Ја sucesión funcio- 
та! (pr, (2)) no crece en todo punto del coujunto (+), siendo unifor- 
memente convergente dicho conjunto hacia cero, la serie 
funcional (1.12) converge uniformemente sobre el conjunto {ш}. 

Basta notar que la sucesión {va (x)) que no crece on todo punto 
del conjunto {г} y que converge en el mismo hacia cero posce a cien- 
cia vierta sobre el conjunto (7) una variación nniformemento acotada, 
pues para dicha sucesion la n-ésima suma S, (z) de la serie (ж) es 
igual а v (2) =, pı (2). y resulta que existe el siguiente límite 
uniforme sobro el conjunto {r} 


V (е1, todo p natural y para lodos los puntos + 


Mm Sn (ж) = lim [n 10— 


nao na 


at- NS 


listudiento: 
umborma de $ 


a titulo de ejemplo. la cuestión de convergono 
A serio 


m3 
Por cuanto la suces 
1 
AR — 
id Ad (1412 19% 
no crece en todo punto de la recta infinila оо 2 =. {со y ooa 


unidormemente conve, nte en la misma hacia сего, la serie (1.1%) 
será convergente, en virtud del criterio de Dirichlet — Abel, en enal 
quier conjunto, donde la serie 


Y sen (ka) ыз) 
a 


osce una sucesión uniformemente acotada de sumas parciales 
селе. y cstimemos la n-ésima suma parcial S, (т) de la se- 
rie (1.13%). 
Sumando la identidad 


ER м i А 
2 вел Z- sen kz = cos (к—) re 
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según todos los Ё de 1 a л, obtendremos 


De aquí, 


Por consiguiente, para Lodos los números se verifica la desigualdad 


15.13 7. 1,1% 


[co 


De la desigualdad (1.14) se deduce obviamente que la sucesión 
15, (21) de sumas parciales de la serie (1.13) está uniformemente 
acotada en cualquier segmento fijo privado de los puntos т„ — 21m 
(m == 0, 4:4. £2, . . .), pues en cualquier segmento de esta indole 
5 | cuenta con ила cota inferior oxacla positiva. 

De este modo se ha demostrado que la serio (1.13) converge uni- 
Sormemente en cualquier segmento que no contiene puntos tm = 
2am, donde m = 0, +1, 4-2, ... 

Teorema 1.4 (criterio de Weierstrass). Si una serie funcional 


son 


У ша) aan 


к 
está definida sobre el conjunto {т} y si existe una serie numérica con- 


vergente У cx tal que para todo x del conjunto {x} y para cualquier 
= 


número k se verifica una desigualdad 
Га (2) 1 сл, (4.18) 


entonres la serie funcional (1.15) converge uniformemente sobre el con- 
junto {x}. 

FORMULACIÓN BREVE. una scrie funcional converge uniformemente 
sobre un conjunto dado, si se la puede mayorar sobre dicho conjunto 
mediante una serte numérica. 

DEMOSTRACIÓN Ре acuerdo con el criterio de Cauchy, cuando se 


trata de una serie numérica У сь, para cualquier e > 0 existe un 
к= 

número N (е) tal que con todo n > N (е) y con cualquier p natural 

se verifica wna desigualdad 


(0117) 
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De las desigualdades (1.16) y (1.17) y de lo que el módulo de una 
suma no es superior a la suma de módulos, obtenemos 


шь (2) |<. 


21 
э 


cualesquiera que sean n => N (е), p naturales у z del conjunto {л}. 
Según el criterio de Cauchy, la serie funcional (1.15) os unifor- 
memente convergente sabre el conjunto {т}. El teorema está demos- 
trado. 
Tepo 2 Una serie 


Și senáz 
Pair 
Г ы 


‚ donde 5>0, 


converge uniformemente eu toda la recta infinita, pues en toda la 
recta 


заах gue la s converge cuando ё 2» 0 


(véase у. EE, сар. 4). 
оһзкңуА‹Ох i ÉL ernterio de Weierstrass nv es necesario. 
Efectivamente, se ha establecido anteriormente que la serio (1.12) 
converge uniformemente sobre cualquier segmento privado de los 
puntos Zm == 2лт (т — 0, +1. 222, . . .). En particular, la serio 
(1.12) es uniformemente convergente en el segmento [л/?, 37/21. 


No obstante, sobre el segmento mencionado «1 módulo En 


he 
del k-ósimo término de la serie (1.12) enenta con la cota superior 


exacta que es igual a 1/%, es decir, la serie numérica mayorante $} 
һа 
тергекеп!а una serie armónica que es a ciencia cierta divergente. 

Teorema 1.5 (criterio de Dini)*). Admitamos que una sucesión 
{fn (2) no decrece (o no crece) en cada punto «el segmento la. bly con- 
verge en dicho segmento hacia una función límite f (ж). En este caso, st 
todos los elementos de la sucesión fn (а) y la función limite f(x) son 
continuos sobre el segmento la, Б). la convergencia de la sucesión 
Un (2) será en la, b} uniforme. 

DUMOSTRACIÓN Supongamos, рага conerotu, que la <nccsión 
{fn (2)) no decrece en el segmento [a, Б) (el caso de опа sucesión 
по creciente puede ser reducido al caso dado multiplicando todos 
los elementos de la sucesión por —1). 


2 Dimi U, matemático italiano (1845—1915). 
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Pongamos 
En (0) = f) —4n (ш). 


La sesión {fn (2)) posee las siguientes propiedades 

1) todos los г, (2) son no vegativos y continuos en el segmento 
la, bi: 

2) (2, (7)} es no creciente sobre el segmento la, bl; 

Зу un cuda punto z del segmento (a, 5) existe ol límite 
hmr, (e) +0 


Se pide domostrar que la sucesión у (2)) converge hacia coro 
uniformemente sobre el segmento ja, В]. Es suficiente probar que, 
cualquiera que sea e >Ò. existo al menos un número n tal que 
ть (т) < к simulláneamente рага todos los т de la, b] (en estecaso, 
siendo {rn (2)) no orociente, lu desirualdad rẹ (х) < e será válida 
también para todos los números ulteriores) 

Supongamos que para cierto e > 0 no existo ninguno de los nú- 
meros и de tal género que inmediatamente para todos los z de (a, bl 
se vetilique la desigualdad r, (у) < e. Entonces, para cualquier 
número м se encontrará un punto z, de la, b) tal que 


т» Un) > e. (1.18) 


Lu virtud del teorema de Bolzano —Weiersirass, podemos elegir en 
la sucesión {а} una subsucesión {г„„} que sca convergente hacia 
cierto punto za del segmento fa, b] (véase у. Т. сар. 3, $ 4). 

Todas las funciones г„ (z) (cualquiera que sea el número m) 
son continuas en el punto х, Por consiguiente, para cualquier nú- 
mero m tenemos 

lim rm (Ln) Tm (д), чыл» 

Por otra parte, al seleccionar. рага todo múmero fijo m, un número 
т, que sea superior a m, obtendremos (teniendo presente que la 
sucesión no es creciente) 


Pra (Ln) > Ta, (m). 
Al cotejar la última desigualdad con (1.18), tendremos 
Fm (Zn) E (1-20) 
(para cualquier m fijo y para todo número п, que lo supera). 
Por fin, comparando (1.19) y (1.20), obtenemos 
Em (20) > e 


(para cualquier número m). 
La última desigualdad está en contradicción con el hecho de 
que la sucesión (1, (7)} es convorgonte hacia cero en el punto xp. 
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Esta contradicción obtenida demuestra el teorema 

puspbrvación 2 Еп el teorema de Dini es csencial la condición 
de monotonía de la sucesión {fn (2)} en el segmento [а, 5), puesto 
que una sucesión no monotona en la, b] de funciones continuas en 
dicho segmento puede converger en cada punto del mismo hacia 
una función f (2) continua sobre el segmento en consideración, sin 
converger hacia ella eu fa, b] de un modo uniforme. 

Puede servir de ejemplo una sucesión de funciones ў, (2) que sou 


iguales a sen nz рага 0 -Z æ < a/n, e iguales a coro cuando te 


<a (= 41,2.. Esta sucosión converge hacia / (z) = 0 
en cada punto del segmento [0, al, pero no converge uniformemente 
en [0, a), pues |у, (2n) —F (2,) | = 1 para х, == 1/2, cualquiera 
que sea el número л. 

оввпкудсІох з Enunciemos el teorema de Dini en términos de 
las series: si todos los términos de una serie son continuos y no negativos 
sobre el segmento la. bl y st la suma de dicha serie es también continua 
en la, bl, entonces la serie citado converge hacia su suma uniforme. 
mente en el segmento la, hl. 


¡MSURVACIÓN 4. El teorema de Diu y su demostración оіан vigentes 
si vu lugar del segmento ja, b on esto иста tomamos coalawier соп 
ju] currado y acotado. Tal conjunts suele Hamarse compacto 


y cero uniformemente 


алим a. Una sucesión {2} converge һа 


sobre el segmento [0. 3 |- 


$ | lo citada sucesión 
la función mite 
ucesión f2") no va creciendo 


En efecto, 1) para cualquier х de [o 
couverge hacia сого: 2) todas las funciones s 


сего sou continmas зз 19. 4 }:31А 


өн el segmento [o. 


Todas las condiciones del teorema de Dini quedan cumplidas 

6. Paso al límite término a término. Continuidad de la suma 
de una serie y de la función límite de una sucesión. 

Examinemos un punto arbitrario a de una recta infinita y supon- 
gamos que fe) ез un conjunto arbitrario que no contiene, quizás, 
e] punto a, pero posee una propiedad de que en cualquier e-ontorno 
del punto a están contenidos los puntos de dicho conjunto 1). 

Resulta válida la siguiente afirmación. 

Teorema 1.6. Supongamos que una seric funcional 


$ 


ш, (2) (1.15) 


1) En otras palibras el punte а es punto limite ile {r} 
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converge uniformemente sobre el conjunto {x} hacia la suma S (а) 
Admitamos, además, que todos los términos de esta serie cuentan en el 
punto а con el valor límite 

lim us (2) = 0. 


Entonces, la función $ {z} también tiene en el punto a el valor limite 
con la particularidad de que 


límS (2)= Y 1 4.20) 
es decir, el símbolo lim de límite y el símbolo Y, de sumación pueden 
ser permutados o. сото suele decirse. se puede pasar а un Итие término 
a término 

Devosion. Demostremos, ante todo. que la sene numérica 


Y hy es convergente. En virtud del criterio de Cauchy aplicado а la 
a 
serio fuucional (1.15), ex 
N (e) que 
lien ii (E) — tn pa (+. > Mp (0) 1 (122) 

cualesquiera que sean т = V (e), р naturales y т del conjunto fr}. 

Pasando en la desigualdad (1.22) al límite de z — a). obten- 
remos 


‚ para cualquier e >0, tal número 


Ze < le 


{з Ad bure 1... ба] 
(para todos Jos п> N (e) y todos los p naturales). 
Por consiente, para la serie numérica Y ba queda cumplido 


П 
s convergento. 


el criterio de Cauchy y esta serie 

Estimemos ahora la diferencia S (z) — Y ba para los valores 
=a 

de z de un entorno pequeño del punto а. Por cuanto S (х) = 


= Y na (æ) para todos los puntos del conjunto {т}, entonces para 


cualquier número л se verifica la identidad 


Sw- È naf nm- n] У ma Ў 0. 
ё. © a ка ж 


A partir de esta identidad obtenemos la siguiente desigualdad. рага 
todo z de (2): 


È br 
+. 


Y nta) E da + - (123) 
1 E 


-| У шм) 
i 


|е ajs 


17 Tal pasa limite puede realizarse sogun alguna sucesión de puntos {z 3 
que sra convergente hacia a. 
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Fijamos al azar e => 0. Por cuanto la serie Yby ез convergente 


к 
y la serie (1.15) converge nuiformemente sobre el conjunto {z}, 
existe, para e fijo, un número n tal que 
2 

ман 
cualesquiera que sean los puntos 2 del conjunto {z}. Como el límite 
de ana suma finita equivale a la suma de límites de los sumandos, 
рага e > 0 fijo y para el número seleccionado m puede indicarse un 
$=>0 tal que 


Y щш) 
кел+ 


<j (1.24) 


У мойы, (1.25) 
Ж] ке 
cualesquiera que scan los puntos т del conjunto (2) que satisfagan 
la condición 0 = | x а | =< é 

Al introducir (1.24) y (1.25) en el segundo miembro de (1 23), 
obtenemos en defin 


Е 
=“ 
para los puutos х del conjunto {2} que satisíacen la condición 0 << 
< |e — а |< б. Con esto queda demostrado que la función S (2) 
tiene valor límite en el punto z =a y que es válida la igualdad 
(1.21). El teorema esta demostrado. 

Enunciemos el teorema 1 0 en términos de las sucesiones funcio- 
males, 

Si nna sucesión funcional {fn (туу converge uniformemente sobre el 
conjunto {x} hacia una función límite f (x), y si todos los elementos de 
la sucesión mencionada tienen valor límite en el punto а, la función 
límite f (2) también tiene en el punto a el ralor limite, con la particn 
tarulad de que 

lím fa) lín 
es decir, cl simbolo бла del límite de la sucesión y el simbolo lím del 


plim fn (2) j= lím q lím Сор 


valor limite de la función pueden ser permutados (0, como suele decirse, 
al límite para х — а se puede pasar término a término). 

UDSERVACIÓN Al TEONTMA 12 Si exigimos complementariamente, 
en las coudiciones del teorema 1.6, que el punto a pertenezca al con- 
junto {x} y que todos los términos иу, (т) de За serie (1.15) sean con- 
\типов en el punto æ (о, respeclivamente, continuos en este punto 
por la derecha y por la izquierda), Ja suma S (т) de la serie (1 15) 
será también continua en el punto a (o, respectivamente, contimna 
en el punto a рог la derecha y por la izquierda). 
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En efecto, para el caso dado, б, => un (a), y la igualdad (1.21) 
adquiere la forma 


limSiz— Y u (a) =S (а), 
a 1 


lo que siguifica precisamente la coutinwdad de la función 5 (2) 
en el punto a (o, en el caso do que у tienda hacia а unilateralmente, 
la continuidad de S (z) en esto punto a la derecha о a 19 izquierda, 
respectivamente). 

Aplicando 1а Observación cilada a todo puuto de cierto segmento 
Га, bi, Megaromos al siguiente teorema fundamental. 

Teorema, 1.7. Si todos los lérminos de una serie funcional (de una 
sucesión funcional) son continuos sobre el segmento la, ùl, y si la 
serie mencionada (sucesión mencionada) converge uniformemente sobre 
el segmento la, b), entonces la suma de esta serie (función limite de esta 
sucesión) es también contínua sobre el segmento la. b) 

DUSERYACIÓNES AL TESUERMA 17. 1) Ки el teorema 1.7 podemos 
tomar, en Ingar del segmento la, 01, uu intervalo, un semisegmento, 
wma semitrecta, una recta infinita y, en general, cualquier conjunto 
denso en sí 42). 2) En el teorema 1.7 resulta ser esencial la exigencia 
de convergencia uniforme, pues una sucesión de funciones continuas, 
couvergente de una manera no nniforme, puedo converger hacía uua 
función discontinua (véase el ejomplo (1.3) de los pp. 1 y 2 del parra- 
fo presente). 

DASLOYALIÓN IIAL. Todos los teoremas de este párrafo son våli- 
dos рага las sucesiones de funciones definidas sobre el conjunto {г} 
del ospacio Æ", 


Y 2, Integración y diferenciación término a término 


de las sucesiones y series funcionales 


1. Integración término a término. 1 
fundamental, 

Teorema 1.8. Si una sucesión fundamental {fn (2) converge hacia 
la función límite } (x) uniformemente subre el segmento la, b], y si cada 
función fn (z) es integrable en el mismo segmento, la función limite 
7 (2) será también integrable sobre el segmento la, b), con la particu- 
laridad de que la sucesión mencionada puede integrarse sobre el segmento 
[a, b] término a término, es decir, el límite 

v 
lím { Ja б de 


те lugar el siguiente teorema 


» 
extste y es igual a | ў(т)йт. 


Integración у 


тамоьтвлстох. Fijamos arbitrariamente e > 0. Ya que la suce- 
sion E (2)) es uniformemente convergente hacía f (z), se encontrará, 
para e с> 0 fijo. un número N (e) tal que, cualesquiera que sean 
n > N (e) y x del segmento Ja, b), se verifique la desigualdad 


y (1.26) 


e 


Гӯ б) — 7 6) 1 


а 


Si demostramos que la función límite у (х) os integrable sobre ol 
segmento la, Б], entonces, recurriendo a Jas estimaciones conocidas 
de las integrales !) y a la desigualdad (1.26), obtendremos 

н А 
{ ла} ат 


= 


А 
| Y lin (2) —/ (1 de 


ў рр = | dz. 


(r: 


a todo n>N (e) 


Соп ello será demostrado que el limite lim Y у, (x) de oxisw 
не» E 


y eguivalo a | f (т) dz: uos queda sólo probar la integrabillad de la 
E Д 


función f (z) sobro el segmento la, b). 

Al dividir el segmento [a, 0], mediante puntos arbitrarios a = 
ма о ду <... << х„ = b, en m segmentos parciales [т-у xa] 
(i = 1,2, ..., m), convengamos en denotar por el símbolo o; (f) 
(con (fn), respectivamente) la lación de la función f (т) (fn (o) 
respectivamente) 2) en el A no segmento parcial [zp.i, Za). 
Cerciorémonos de yue para cualquier + 2> 0 y cualquier A = 
1.2, . .., m existe un número suficientemente grande п, рага 


5) Se tienen en cuenta las siguientes estimaciones do las integrales establece 
das en el $6, cap. 1. v- 1 1) si una función Р (2) es integrable sobre el segmen- 
lo Та, bl, será también integrable en la, 3] la función | F (2) 1. con la partienlari 


вай de que | $ E goy de |ы Ñ Казда 2) 51700) э g C) son ambas недо 
bles sobre [е "bl y si eli cada punto de este segmento $ (3) 2 g (7), ontones 


rar | хат 


3) Recordemos que se denomina oscilación de la función «obre ип зетше. 
dado la diferencia entre las cotas superior exucta e inferior exacta de dichi 
función оп el segmento alado. 
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el cual se verifique una desigualdad 


O (вор (+ 


› 
z- (1 27) 
ivamento, cualesquiera que sean z’ y г” del segmento fra- zal. 
fica Ja desigualdad 


O Р) Т) A) + 
+ Ifa (2) а (°) | + | fa (2%) — f (0) d. (1.28) 
Debido а la convergencia uniforme de {/„ (т)} hacia f (x) se 
encontrará, para Lodo e >U, ип número » tal que con cnalquicr г 


de la, bÌ sorá válida la desigualdad (1.26). De este modo, para dicho 
número н Lenemos 


VA RA AO) р 
y, por tanto, en virtud de (1.28), 
ПИ) =A (2) 152 Ln (2) — Jn (°) 1 E. 


De la última desigualdad y de La arbitrariedad de los puntos 
Y y a se deduce inmediatamente que para el número elegido n 
la desigualdad (1.27) es válida. 

Para la partición, asumida por otros, del segmento la. |, 
desiguemos mediante Jos símbolos $ y s las sumas superior ү inferior 
de la función 7 (x), y mediante los símbolos S, y sn, las мишах sipe- 
rior e inferior de la función /„ (2) 

Multiplicaudo Ja desigualdad (1.27) por Ја Jongitud del h-ésimo 
segmento parcial Arp, y sumándola después según todos los д 
== 1,2... m, obio desigualdad 


(1.29) 


Homos establecido (1.29) para la partición arbitraria del segmento 
la, b]. Сото la función f, (т) es integrablo'sobre el segmento la, bl, 
isto otra partición de dicho segmento, para la cual 5, —s, < 
<e'). y, por consiguiente, en virtad de (1.29), 5 < De. 
Puesto que e es un número positivo arbitrario, la última desi- 
gualdad demuestra integrabilidad de f (£) хорго el segmento ia, b] ?) 
El teorema está demostrado. 


58—545, —з„- 


2) En virtud del teorema 4.4 del cap. 4, v AE 
зу En virtud del teorema {.1, у. 11, la existencia, para e > 0 аган 
Че una particion del segmento. рага la eval э — s < 2e, ез condición weesar 
iente de integrabilidad de toda función acoloda еч el segmento «lado. El 
carácter acotado de / (2) sobre el segmento [л, o] se deduce en sogunta i 
desigualdad (1.26) y de lo que la función f, tr). Integrable en el segmento |a, bÌ. 
está acolada. 
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Enunciemos el teorema 1.8 en términos de las series funcionales: 

Si la serle funcional (1.15) converge hacia su suma S (2) uniforme- 
mente sobre el segmento ja, b], y si cada término de esta serie uy (2) 
representa una función integrable en el segmento la, b), la suma S (т) 
también será integrable sobre el segmento citado, con la particularidad 
de que la serie en consideración puede integrarse sobre el segmento la, b} 
término a término, es deor, la serie 


D [un(a dz 
pet 
$ 


es convergente y tiene сото su suma la integral $ S (2) de, 


ovser vacios. Еп Jos libros de texto del análisis matemático ol 
teorema 1.8 se demuestra, como regla, bajo un supuesto más rígido 
de que cada función fn (z) по os sólo integrable, sino también cou- 
tinua sobro el segmento la, bl. Admitida esta suposición adicional, 
se simplifica la demostración aducida más arriba, pues para de- 
mostrar la integrabilidad de la función límite f (х) sobre el segmento 
Ta, bl basta reforirse al teorema 1.7. 

Diferenciación término a término. Demostremos el siguiente 
Leorema fundamental 

Teorema 1.9. Supongamos que cada junción fa (x) tiene sobre el 
segmento la, b] una derivada ў, (т) 1), y, además, la sucesión de deri- 
vadas {fn (2)} converge en dicho segmento uniformemente, mientras 
que la propia sucesión {fn (x)) converge por lo menos en un punto ху 
del segmento la, b]. Entonces, la sucesión f (т)} converge hacia cierta 
función límite f (т) uniformemente en todo el segmento la, bl, con la 
particularidad de que esta sucesión puede diferenciarse en dicho seg- 
mento lérmino a término, es decir, en cada punto del segmento la, bl 
la función límite f (x) tiene derivada f' (т) que sirve de función límite 
para la sucesión {fh (2). 

pemostración. Probemos al principio que la sucesión (fn (2) 
converge uniformemente sobre el segmento la, b]. De lo que la sucesión 
numérica 5, (2,)) es convergente y {fa (2)), convergente unifo 
memente en [а, b] concluimos que para un е > 0 arbitrario existe 
un número N (е) de tal género que se verifiquen las desigualdades 


(1.30) 


zea ' 


о (Eð — fn боо) | I fatata) — Л | 


cualesquiera gue sean n > N (e) de todos p naturales y (esto se 
refiere a la segunda desigualdad de (1.30) todos z de la, bl. 


1} Por el término «la función f (x) tiene derivada sobre ol segmento la, be 
so sobreentiende aquí у en adelante que existen la derivada f' (r) en cualquier 
punto interior de Га. Bl. la derivada а la derecha / (а + 01 en el punto а, y deri 


vada а la izquierda /' (h 0) en el punto ё. 
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Sea z un punto arbitrario del segmento le, bl. Para la funcion 
r (t) — fn (1)] se cumplen, con cualesquiera л y p fijos, todas 
Jas condiciones de Lagrange sobre el segmento (с, z] (véase el teo- 
тета 5.12 del v. 1). De conformidad con este teorema, oxiste entre 
т y Z, un punto E tal que 


nsp (2) — fn (2)1— ny (Xo) — fn Ска) = (ла р (E) — fa (®1(т— а). 


Teniendo presente que |z — sp | b — u, de la última igualdad 
y de las desigualdades (1.30) obtenemos: 


1+» (©) — fn а) |е 


(para todo z do la, В), cualquier и > N (e) y todo número natural р). 

Esto es precisamente un iudicio de que sobre el segmento la, b) 
la sucesión {fn (х) convergo uniformemente hacia cierta función 
mite f (2) 1). 

Resta por demostrar que en cualquier punto хо del segmento 
la, b] la función límite f (2) tiene derivada y que esta derivada constituye 
la función límite de la sucesión {fn (c)). 

nos sobre е] segmento la, b] un punto arbitrario хо, y a hase 
del mismo, un número positivo ô tal que ol 6-entorno del punto «, 
ostó contenido íutogramente dentro de fa. b] (en el caso de que za 
sea un punto de frontera del segmento [а, b], por 8-entorno del punto 
xy se sobreentendorá el semientorno derecho la, а + б] del punto a. 
respectivamente, el semientorno izquierdo (b — 6, 5] del punto %). 

Designemos con (Az) el conjunto de todos Jos números Az que 
satisfacen la condición 0 < | Az |< б рага a < т„ << b, la condi 
ción 0 < Ar < б para з, = 4, y la con z 0. para 


< Ar 
ло 0, y domostremos que la sucesión de funciones del orgumen- 
10 Az 


Pa (42) =/2! а) 

es uniformemente convergente sobre el conjunto citado (Ax). 
Para un e >0 arbitrario, siendo uniformemente convergente la 

sucesión {fn (т)}, se encontrará un número N (e) tal que 


1+») — (т) 1<e, (1.31) 


cualesquiera que sean z de la, b], n > N (e) у р naturales. 
Teniéndolo en cuenta, fijemos arbitrariamente Az del conjunto 
{Az} y apliquemos el teorema de Lagrange a la función [fn +p (t) — 
— fn (t)] (para cualesquiera л y p fijos) sobre el segmento [zo, zo + 
+ Az]. Según este teorema, oxiste dentro del intervalo 0 < 9 < 4 


1) En virtud del critorio de Cauchy, es decir. del teorema 1.1. 
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un número Ө tal que se verifique la igualdad 

nep (Zot Az) — fn ot AR) тр бе (2 
ааа, Ya 
= faa p (Ta > 0Ал) — fa (zo DAD). 


фе la última igualdad y de la desigualdad (1.31), válida рага 
todos los puntos х del segmento la, b], se deduce que 


\Ф»+р (Ax) — qn (Az) |< е 


pura todo Az de (Az), cualquier n > N (e) y todo p natural. De 
este modo, la sucesión ¿qn (Ах) converge uniformemente sobre el 
conjunto {Ax} (en virtud del criterio de Cauchy). Mas, esto nos per- 
mite aplicar а Ja sucesión mencionada en el punto Az = 0 el teo- 
rema 1.6 sobre el paso límito término a término. De acuerdo con 
dicho teorema 1), una función 
Ho Аз) — (20) 
Ағ Ж 
gno es función Kinito de la sucesión (q, (Az). tiene, cuando Ал = 
un valor límite, соп la particularidad de que 
lim Letanio 
cu SE 
> lím | 
Esto prueba prec 
punto zo existo у 


lim qa (A7) | — lim | lim qa (de 


pon E 


lim fn (ду 
amente que la derivada do Ja función f (x) en el 
майма a lím £, (т„). El teorema está demostrado. 


Demos a conocer la formulación del teorema 1,9 en términos de 
las series funcionales. 
Si cada junción un tx) tiene derwada sobre el segmento la, bl, y sí 


la serie de las derivadas Y uh (х) es uniformemente convergente sobre 
з 


el segmento la, bl, mientras que la propia serie Y, uy (x) converge por 
к 

lo menos en un solo punto del segmento la, b}, entonces la serte Y. un (2) 

converge uniformemente sobre todo el segmento la, b) hacia cierta suma 

S (z), con la particularidad de que dicha serie puede diferenciarse en 


el segmento la, b} término a término, es decir, su suma S (х) tiene en 
el segmento la, b) una derivada que representa la suma de la serie de 


derivadas 2 uh (2). 


1) Se emplea la formulación del teorema 1.6 on términos de lus sucesiones 
funcionales. 
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OBSERVACIÓN 1 Subrayemos que еп el teorema 1.9 sólo se supone 
que cada función f, (т) tiese derivada sobre el segmento la, b). 
No su requiero que esta derivada sea acotada. ni, menos aún, inte- 
grable o continua. En los cursos del análisis matemático el teorema 1.9 
зо domuestra, de ordinario, bajo el supuesto adicional de continui- 
dad de cada deri fh (к) sobre el segmento la, b]. 

ONSI KVACION on el teorema 1.9 exigimos complementaria- 
mente la cont 4 sobre el segmento la, b] de cada derivad. 
ў, (2), entonces, en virtud del teorema 1.7, la derivada de la función 
límite f (z) será también continua sobre dicho segmento. 
SURVACIÓN з. Sisee а el caso de las funciones de т variu- 
bles, ol teorema 4.9 se enuncia del modo siguiente: si cada función 
Ín (£) = fn (д, > - -e £m) liene sobre ип conjunto acotado de puntos 
{a} del espacio 2” una derivada parcial Zh, { ze } 
es uniformemente convergente sobre {2}. mientras que la propia 
sucesión {/„ (2) converge en cada punto del conjunto {z}, entonces 
la sucesión {fn (x)) puede diferenciarse on el conjunto (2) respecto 
a la variable ту término a término. 

Del teorema 1.9 se deduce la siguiente afirmación. 

Teorema 1.10. Si cada función f, (x) tiene primitiva sobre el seg- 
mento la, bl, y si la sucesión {fn (х)} converge uniformemente sobre el 
segmento la, b] hacía la función limite f (х), esta última también 
tendrá en la, bl su función primitiva. Más aún, si хо es un punto 
cualquiera de la, b), la sucesión de primitivas Ф, (т) de las funciones 
Ín (2), que satisfacen la condición Ф, (т) = 0, converge uniformemente 
sobre la, b) hacia la primitiva Ф (х) de la función limite j (x) que 
satisface la condición Ф (х„) = 0. 

viseración. Basta notar que para la sucesión de primitivas 
Ф, (x), que satisfacon la condición Ф, (£a) — 0, se cumplen todas 
las condiciones dol teorema 1.9. Esto asegura la convergencia wni- 
forme on (а, 21 de la sucesión (0, (2) } hacia la función límite Ф (т), 
la cual tiene en cada punto de [a, b] la derivada igual en valor a la 
función límite f (2) de la sucesión {fn (х) }- 

OBSERVACIÓN 4. Subrayemos que en el teorema 1.10 по se requiero 
que la función f, (т) sea acotada, ni menos aún, integrable sobre ol 
segmento [а, bl. 

El material de los últimos 3 puntos permite obtener la siguiente 
deducción importante: la convergencia uniforme deja sin cambios 
la clase de funciones que tienen valor limite (teorema 1.6), la clase de 
funciones continuas (teorema 1.7), la clase de funciones integrables 
(teorema 1,8), la clase de funciones que tienen primitiva (Leorema 1.10) 
y (en el caso cuando las derivadas son uniformemente convergentes) 
la clase de funciones diferenciables (teorema 1.9). 

Para concluir, aduzcamos ol ejemplo «le función /(2) (basado en el teore- 
ma 1.9) cuya derivada /" (x) existe еп cada punto del segmento (0, 11, pero es 
discontinua en cada punta racional del segmento citado. 


y si la suce 
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1 
а соз 4 
e E cos -7 para z = 0, 
O paraz=0, 
de modo que la función 


1 1 
Apted 
vonf rte para z 0, 

o para z=0 


resulta ser discontinua para х continua en todos los puntos restantes, 
Nunermaos todos Jos puntos racionales del segmento 10, 1] on la ана гү, 
Lg, -e y la Posibilidad do ү está demostrada en el p. 2, $ 4, cap. 


ү. 1) y pongamos up (2) = ЕЕ Ф — za). Entonces cada derivada uj (2) = 


-r (к — т) es discontinua en un solo punto ту, y continua en todos log 
demás puntos. Por cuanto para todos los z del segmento [0, 1] 


|r — Ы — 
a ERE с, tu cal, 


ambas series un (<) y У) и; (2) pueden mayorarse mediante la serie nu- 
7 


mérico 3. У) ¿2 + у, por esta razón 


ae Tide 


son convergentes uniformemente sobre 


ке} 
el segmonto [0. 1]. De acuerdo con el teorema 1.9, la suma f (=) de Ja serio 


У) ty (2) tione sobre el segmento 10, 1] una derivada f' (=), quo es igual 
=. 


a la suma de la serie №) uj (2), y que tiene discontinuidad en cada punto 
кА 

ть (4,2, . 

3. Convergencia en media. Supongamos que toda función 

fa (£) (n = 1, 2, ...), y también la función f (z), son integrables 


sobre el segmento (а, 6), Entonces (según se sabe del cap. 1, v. П), 
la función 


Un (х) — A N= Aa (®) + P (2) — 28 (2) 7 (2) 


será también integrable sobre el segmento la, DJ. 

Antroduzcamos el concepto fundamental де convergencia on 
medía. 

Definición, 1. Se dice que una sucesión (у, (2)) converge en media 
hacia la función 1 (2) sobre el segmento la, b], sí 


иш И Un (0) — / (Рах = 0. 


3—55 
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Definición 2. Se dice que una serie funcional converge en media 
hacia la función S (x) sobre el segmento la, bl, si la sucesión de sumas 
parciales de esta serie converge en media hacia S (z) en el mismo seg- 
mento. 

OBSERVACIÓN. De estas definiciones se deduce que si una sucesión 
(o una serie) converge en media hacia f (т) en todo el segmento la, b], 
dicha sucesión (o la serie) converge en media hacia f (т) en cualquier 
segmento Íc, 2] contenido dentro de [а, 5]. 

Aclaremos la cuestión acerca de la relación existente entre la 
convergencia en media y convergencia uniforme de una sucesión. 

Domostremos primero que si una sucesión {fn (x)) converge hacia 
la función f (х) de manera uniforme en el segmento la, b], entonces 
Un 09) también convergerá en media sobre el segmento la, bl. 
jemos arbitrariamente е >> 0. Para пп número positivo 

z 


existe, debido a la convergencia uniforme, un nú- 


( 
Jero Уй гадә 


ПАЗЕТЕ m (1:32) 


para cualquier т de la, b] y todo n > 


En virtud de (1.32), para todo л > N tenemos 


| Mrs zi а= <, 


es decir, sobre el segmento la, b] la sucesión {fn (т)} converge еп 
media hacia f (2). 

Cerciorémonos, ahora, de que la convergencia en media de una 
sucesión sobre cierto segmento no trae consigo convergencia uniforme 
sobre el mismo segmento, ni mucho menos la convergencia al menos en 
un solo punto del segmento mencionado. 

Veamos una sucesión de segmentos /,, Zp, . - . que pertenecen 
a [0, 1] y que se expresan en la siguiente forma: 


I= 10, 1), 


n=[o 4]. neft 1] 
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Definamos el n-ésimo término de la sucesión del modo siguiente: 
1 sobre el segmento Jn, 


fa ©-{ 0 en los puntos restantes де [0,1]. 
La sucesión construida converge en media hacia la función f (a) = 0 
sobre el segmento |0, 1]. 
En efecto, 
f 
fun ога { поа а 
5 і A 
= longitud del segmento 7,0 (cuando n— оо). 


Además, la sucesión construida no converge en ningún punto del 
segmento |0, 1]. 

Efectivamente cualquiera que sea el punto fijo лу del segmento 
[0, 11, entre todos los números т, tan grandes como se quiera, oxisten 
tanto aquellos, рага los cuales el segmento /, contieno el punto zp 
(para estos números fn (£o) = 1), como también aquellos, para los 
cuales el segmento J» no contiene el punto x, (para estos últimos 
números fn (zp) = 0). De este modo, la sucesión {fn (20) contiene 
un número infinito de términos, tanto iguales a la unidad, como nulos, 
es decir, dicha sucesión diverge 

Resulta que la convergencia еп media do la sucesión (fa (2)) 
hacia la función límite / (z) sobre el segmento la, 5) asegura la posi 
bilidad de integrar término a término dicha sucesión en el segmento 
citado. 

Teorema 1.11. Si una sucesión {fn (x)) converge en media sobre el 
segmento la, bÌ hacia una función f (т), dicha sucesión puede integrarse 
término a término sobre la, b), es decir, el límite 

b 


lim ў hna) de 


è 
existe y es igual a la integral { На) аг. 
Demostremos, ante todo, е] siguiente lema. 


Lema 1. Para cualesquiera funciones f (z) y g (2), integrables 
sobre el segmento la, b], se verifica la siguiente desigualdad 


F 


<y лааг) еа зә 


» 
| Agade 


llamada desigualdad de Cauchy —Buniakovski. 
se 
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DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 1. Veamos el siguiente trinomio cuadrado 
respecto de A: 


А 
| Heie (рас 
b > b 


» 
= | т@а«—2% 1040442) (0 4r>0. 


Como que este trinomio es no negativo, no tiene, pues, raíces reales 
diferentes. Pero, en tal caso su discriminante no es positivo, es decir, 


? 2. » 
(i гше waz) {па | e(z) d7<0. 
El lema está demostrado. 
DEMOSTIACIÓN DEL TEOREMA 1.11. Haciendo uso de la desigualdad 
(1.33) para g (2) =з 1, tendremos 


è è 
| ас} (аг 


b 


f inta) лах 


< 


/ 


<) \ Un topar] di= 


7 
a) { 1/„(®)—/(ФЁ4к-—-0 


(cuando z -> оо). El teorema queda demostrado. 


$ 3. Equicontinuidad de una sucesión de 
funciones. Teorema de Arzela 


Supongamos que cada una de las funciones fn (z) está definida 
en cierto segmento (а, b]. 

Definición. Una sucesión de funciones ffn (a) se Пата equicon- 
tinua sobre el segmento la, bl, si para cualquier e > 0 existe un $ >0 
tal que la desigualdad 


Ifa (2) а (4) 1<e 


es válida con todo n y todos los puntos x', z” del segmento la, b) ligados 
entre sí mediante una desigualdad 


je =a" |<. 
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onsenvación 1. Directamente de esta definición se deduce que 
si la sucesión {fn (т)} es equicontinua sobre a, bl, cualquiera de sus 
subsucesiones será también equicontinua sobre el mismo segmento. 

Demostremos la siguiente afirmación notable. 

Teorema 1.12 (teorema de Arzela). Si una sucesión de funciones 
{fn (z)) es equicontinua y uniformemente acotada sobre el segmento 
la, Bl, en la sucesión mencionada puede elegirse una subsucesión que 
sea uniformemente convergente en el segmento [а, b). 

Demostracion. Examinemos en el segmento la, b] la siguiente 
sucesión de puntos {zn}: a título do z, tomemos aquel punto que 
divide el segmento [а, b] en dos partes iguales; а título de 2, y ту, 


Fig. 1.3. 


aquellos dos puntos que, junto con ду, dividen el segmento la, b] 
en cuatro partes iguales (fig. 1.3); a Uítulo de z4, 2,, za Y £; tomamos 
cuatro puntos los cuales dividen el segmento [a, 01, junto con ty, 
2, y xy en ocho partes iguules (fig. 1.3), etd. 

La sucesión construida (z,) poseo la siguiente propiedad: cual- 
quiera que sea un б > 0 elegido, existe para él un número по de 
tal índole que en todo segmonto do longitud 5, perteneciente a la, bl, 
so ubique al menos uno de los elementos тү, £a, . -s ¿no 1)- 

Procedamos ahora con la clección de una subsucesi forme- 
йай pesen sobre el segmento la, b] a partir de la sucesión 
(n (0). 

Analicemos al principio Ја sucesión {fn (х)) en cl punto xy. 
Obteudromos una sucesión numérica acolada {fn (2,)). de la cnal 
puede ser separada, en virtud del teorema de Bolzano —Weierstrass 
(véase v. T, cap. 3, $ 4) una subsucesión convergente que se donotará 
del modo siguiente: 


Íu (\), fia (nds ++ ++ Аа (80), +++ 
Examinemos luego una sucesión funcional 
Ín @), ha (ds ++ fin (2), ++. 


en el punto zg. De acuerdo con el teorema de Bolzano — rsbrass, 
podemos elegir en ella una subsucesión convergente que se denotará 
del modo siguiente: 


Fan (8). das (а), >< es fan (tdo ++ 


1) Sobre una sucesión que poseo tal propiedad suele decirse que es densa en 
todo punto del segmento [а, b]- 
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De este modo, la sucesión funcional 


Ían (Eh far (2), > ++ fan (0), +++ (1.34) 
resulta ser convergente tanto en el punto z,, como en el zg. 
Ahora examinamos la sucesión funcional (1.34) en el punto лу 
y elegimos en ella una subsucesión convergente 
Ín (2а), for (Za), - - > fan (23), + 
Al continuar los razonamientos análogos, obtendremos una infi- 
nidad de subsucesiones 
fu (2), Ла (0). Ла (0), ++ fin (®,... 
Las (0), fas (E). faa (0) >>> fon (®,..- 
fn (0), faa @®). fas ©) -a San (8) +++ 


соп la particularidad do que la subsucesión que figura en la n-ésima 
fila es convergente en cada uno de los puntos дү, Za, ..., Т. 
Veamos ahora la así Hamada sucesión «diagonal» 


ha (8), for (0) +++ fun (2), +. 


Demostremos que esta sucestón es uniformemente convergente en 
el segmento la, bl. 

Con el fin de reducir la notación, esta sucesión diagonal so de- 
notará en adelante (al igual que también la sucesión de partida) 
con el símbolo 


h ба), fa (E), +. (®..-- 


(es decir, escribiremos un solo índice en vez del índice doble). Fije- 
mos arbitrariamente un e > 0. 

Por cuanto la sucesión diagonal es equicontinua sobre el seg- 
mento la, bl, existe, рага e > 0 fijo, un б > 0 tal que, cualesquiera 
que sean dos puntos т y х, del segmento la, b) relacionados entre sí 
por la desigualdad | т — Zm | < ё, se verifica para todo número,n 
la desigualdad 


linia ma) 1 <> (1.35) 


Teniéndolo presente, dividamos el segmento la, b] en un número 
finito de segmentos de longitud inferior a ё. Elijamos en la sucesión 
{£n} un número finito ny de primeros términos Zi, Te, ---> Zn, 
tan grande que en cada uno de los segmentos mencionados esté contenido 
por lo menos uno de los puntos ту, тү, - =-> En, 

Es obvio que la sucesión diagonal es convergente on cada uno de 
los puntos гү, £s, - . ., Tn, Por eso, рага е > 0, fijado más arriba, 
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existe tal número N que 
ПА (Em) — fn (Am) 1 F> (1.36) 


cualesquiora que sean n > N, р uaturales у m == 1, 2, ..., пу. 

Sea, ahora, z un punto arbitrario del segmento la, b]. Este punto 
se dispone forzosamcute еп uno de los segmentos mencionados más 
arriba cuya longitud es inferior a б, razón por la cual existe рага 
dicho punto al menos un solo punto £m (т es uno de los números igua- 
les a 1, 2, ..., ло) que satisfaga la condición ¡a —Zm | < 8. 

Debido a que el módulo de una suma do tres magnitudes no 
sobrepasa la suma de módulos, podemos escribir 


lfn+p (0) — fn (0) 1< 1/а+р (2) — Јар (m) 1+ 
+ 1һ+ь (кт) — fn (Em) 1 | fn (хы) —/һ (2) 1. (1.37) 


Estimemos el segundo término en el miembro derecho de (1.37) 
con ayuda de la desigualdad (1.36), y para estimar los términos pri- 
mero y tercero en el segundo miembro de (1.37) tendremos en cuenta 
que [а —2m |< б, y emplearemos la desigualdad (1.35) que se 
ver [к para cualquier número п (y, por tanto, para cualquier 
n + p). 

Obtendremos en definitiva que para un e > 0 arbitrario existo 
tal número N que 


Пав (2) — fn (Œ) 1 е 


pr todo n >> N, todos los p naturales y cualquier punto х de 
. b). La convergencia uniforme do la sucesión diagonal queda de- 
mostrada. El teorema 1 12 está también demostrado. 

OBSERVACION 2 АІ tratar el teorema de Arzelá. en lugar de exigir 
que la sucesión {fn (1)) sea uniformemente acotada sobre el sogmento 
la, Ь] es suficiente exigir que esta sucesión sea acotada al menos en 
un solo punto del sogmento en consideración. Efectivamonte, resulta 
legítima la siguiente afirmación: si la sucesión {fn (2)) es equicontinua 
sobre el segmento la, b] y está acotada por lo menos en un solo punto хо 
de dicho segmento, la sucesión citada esuniformemente acotada en el 
segmento la, b]. Con miras de probar esta afirmación indiquemos 
que, según la definición de cquicontinuidad, existe, para є 
un ô > 0 tal que la oscilación de cualquier función fn (х) еп cada 
segmento, сауа longitud no es superior a $, no sobrepasa el número 
ъ = 1. Por cuanto todo el segmento fa, b] puede ser cubierto сон 
un número finito лә de segmentos, cuya longitud no sea superior a б, 
Ја oscilación de cualquier función f» (х) en todo el segmento [a, bl 
uo sobrepasa el número no. Mas, en este caso, de la desigualdad 
{fn (0) |< A, que expresa carácter acotado de la sucesión {7, (2)) 
en el punto хо, se desprende la desigualdad |/„ (2) | < А 4 nos 
gue es válida рага todo punto т del segmento la, b] y que es indicio 
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del carácter uniformemente acotado de la sucesión citada sobre este 
segmento, 

OBSERVACIÓN з. Demos a conocer el criterio de equicontinuidad: 
si la sucesión {fn (x)) se compone de las funciones diferenciables sobre 
el segmento la, b], y si la sucesión de derivadas {fn (2)) está uniforme- 
mente acotada sobre dicho segmento, entonces la sucesión {fn (%)) es 
equicontinua en el segmento la, b]. 

Para demostrar, tomemos sobre el segmento [a, b] dos puntos 
arbitrarios, z’ y 2°, y escribamos para la función fn (2) en el seg- 
monto [г', а”] la fórmula de Lagrange (véase v. I, cap. 8, $ 9). 

De conformidad con el teorema de Lagrange, existe sobre el 
segmento [т', х”] un punto E, tal que 


lin (2) — fn (2°) = 1 (End 1:12 —т"| (1 38) 


Por cuanto la sucesión de derivadas (/,, (2)) es uniformemento aco- 
tada sobre el segmento [а, bl, existe una constante А tal que para 
todos los números т so Verifique la desigualdad 


ГАСИ (1.89) 


Introduciendo (1.39) en (1.38), obtenemos 
lfa @')—1 EISA а х" 1. (1.40) 
Fijamos cualquier e > 0. Entonces, si tomamos б = e/A, y si re- 
cnrrimos а (1.40), llegamos a que para todos los números n, y рага 
cualesquiera a” y т” de la, b], ligados entre sí mediante la condición 
lz’ — ж” | << 8, se verificará la desigualdad 
lfa (2°) — fn (4) |< e. 


La equicontinuidad de la sucesión {fn (z)} queda demostrada. 


Examinemos, а título de ejemplo, una sucesi 


mn + Esta sucesión 
т 


es equicontinua en cualquier segmento ja, b], pues en cualquior segmento La, b] 
la sucesión de dorivadas (eos nz) está uniformemente acotada. 


OBSERVACION з. El concepto de equicontinuidad puede formularse 
no sólo con relación al segmento [a, b}, sino también respecto de un 
intervalo, un semisegmento, una semirrecta, una recta infinita y, 
en general, respecto de todo conjunto denso en sí 1). Además, este 
concepto puede introducirse no con relación a una sucesión de fun- 
ciones, sino respecto de cualquier conjunto infinito de funciones. 


1) En este caso el toorema de Arzelá queda en vigor, si en su formulación 
sustituimos el segmento fa, ò} por cualquier conjunto cerrado acotado. 
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1. Serie de potencias y dominio de su convergencia. Se de- 
nomina serie de potencias a una serie funcional de la forma 


a+ 5, aia tar А-аа? 4... Fapti+... (1.41) 


donde ap, а, а, ..., ал, . » - Son unos números reales constantes 
llamados coeficientes de la serio (1.41). Trataremos de aclarar cómo 
está construido el dominio de convergencia de una serie de potencias, 

Notemos que toda serie de potencias converge en el punto £ = 0, 
con la particularidad de que existen series de potencias que son con- 


vergentes solamente en este punto (por ejemplo, una serie Ў) kl-2%). 


а 
Formemos la siguiente sucesión numérica con ayuda de los coofi- 
cientes an de la serie (1.41): 


Tan 


Pueden examinarse dos casos: 1) la sucesión (1.42) es no acota- 
da; 2) la sucesión (1.42) ох acotada. 

Еп el caso (2) la sucesión (1.42) tiene límite superior finito (véase 
v. 1, сар. 3, $ 4, р 3) que se denotará соп L. Subrayemos 
que el citado límite superior Z es a ciencia cierta no negativo (puesto 
que todos Jos elementos de la sucesión (1.42) son no negativos y, 
por tanto, cualquier punto límite de esta sucesión es no negativo). 

Al resumir, llegamos a una conclusión do que pueden tener lugar 
los siguientes tres casos: 1) la sucesión (1.42) es no acotada; 11) la 
sucesión (1.42) es acotada y tiene límite superior finito L> 0: 
UT) la sucesión (1.42) es acotada y ticne límite superior /, = 0. 

Demostremos ahora la siguiente afirmación notable. 

Teorema 1.13 (teorema de Cauchy—Hadamara). 

J. Si la sucesión (4.42) no es acotada, la serie de potencias (1.41) 
converge sólo cuando х = 0. 

IT. Si la sucesión (1.42) es acotada y tiene limite superior L > 0, 
la serie (1.41) es absolutamente convergente para los Valores de 7 que 
satisfacen la desigualdad |x| << \/1., y divergente, para aquellos 
valores de x que satisfacen la desigualdad | x | > WL. 

ПІ. Si la sucesión (1.42) es acotada y su límite superior L es igual 
а cero (L = 0), la serie (1.41) es absolutamente convergente para todos 


los valores de z. 
DEMOSTRACIÓN. 


Т. Supongamos que la sucesión (1.42) по es acotada. Entonces 
рага х 52 0 la sucesión 


Jelet Tan 


(1.42) 
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tampoco es acotada, es decir, dicha sucesión contiene términos con 
los números n tan grandes como se quiera y los términos mencionados 
satisfacen la desigualdad 


V Tan a7] >1, o bien |а, -2% |21. 


Mas, esto significa que para la serie (1,41) (cuando z 0) está per- 
turbada la condición necesaria de convergencia (véase ү. 11, cap. 4, 
$ 1, p. 2), es decir, la serie (1.41) es divergente рага z 20. 

11. Supongamos que la sucesión (1.42) es acotada y su límite 
superior / es mayor que сего (L > 0). Demostremos que la serie 
(1.41) converge absolutamente cuando | х | < 1/L, y diverge, cuando 
lz 1>1/L. 

a) Al principio fijamos cualquier z que satisfaco la desigualdad 
|z | <1/L. Existe, entonces, un e > 0 tal que |z | < 1/(L + e). 
En virtud de las propiedades que posee el límite superior, todos los 
elementos 3 fan |, a partir do cierto número n, satisfacen la de- 
sigualdad 


Та 1+5. 


De еме modo, a partir del ойтего indicado п, queda válida la de- 
sigualdad 


145 
Үш Pipe Та 4, 


es decir, la serio (1.41) es absolutamente convergente según el cri- 
terio de Cauchy (véase v. IT, сар. 4, $ 2, p. 3). 

b) Fijamos ahora cualquier z que satisfaga una desigualdad 
Па |> 171. 

Existe, entonces, tal е >> 0 que | т | > 1/00 — е). Por defini- 
ción del límite superior, en la sucesión (1.42) puede ser elegida una 


subsucesión (Y jan, I} (= 1, 2, ...) que sea convergente 
hacia L. 

Mas, esto quiere decir que, a partir de cierto número k, queda 
válida la desigualdad 


ае "Y Tan] <L +e. 


Así pues, a partir del número indicado Ё, se verifica la desigualdad 


ге 
L=e 


Ган 22 | = рар Га [> =1, 
o bien 


Гап, 2 |1, 
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ев decir, está perturbada la condición necesaria de convergencia de 
la serie (1.41) y dicha serie diverge. 

ТИ. Supongamos que la sucesión (1.42) es acotada y su límite 
superior es nulo (L = 0). Demostremos que la sorie (1.41) es absoluta- 
monte convergente para cualquier z. 

Fijamos arbitrariamente z 20 (conz=0 la serie (1.41) es 
absolutamente convergente a ciencia cierta). Por cuanto el límite 
superior £ es igual a cero (Z = 0) y la sucesión (1.42) no puede tener 
puntos límites negativos, el número L == O será el único punto límite, 
у, por consiguiente, sirve de límite para dicha sucesión, es decir, la 
sucesión (1.42) es infinitamente pequeña. 

Pero, en este caso, para un número positivo 1/2 | = | existe un 
número, a partir del cual se verifica la desigualdad 


a, 1 
Ta те 


Por consiguiente, a partir del número mencionado, 

Тар 21 УГы<т<!. 
es decir, la serie (1.41) es absolutamente convergente según el cri- 
terio de Cauchy (véase v. IJ, cap. 4, $2, р. 3). El teorema está com- 
pletamente demostrado. 

El teorema demostrado nos lleva directamente а la siguiente 
afirmación fundamental. 

Teorema 1.14. Para cualquier serie de potencias (1.44), siempre que 
ella по representa una serie que converge sólo en el punto х == 0, existe 
un número positivo R (igual, quizás, al infinito) tal que la citada serie 
sea absolutamente convergente cuando | x | < R, y divergente, cuando 
і |2 А. 

Este número А se denomina radio de convergencia de la serie de 
potencias en consideración, y el intervalo (—R, R). Intervalo de con- 
vergencia de esta serie, Para el cálculo del radio de convergencia vale 
una fórmula 


(1.431 


(en el caso en que Tim fa, |0, R= оо). 

onsenvación + En los extremos del intervalo de convergencia 
es decir, en los puntos х = —R, y х = R, la serie de potencia: 
puede ser tanto convergente, como divergente Y) 


1) Indiquemos o) siguiente teorema de Abel: si la serie de potencias (1.41 
converge para з = R, la suma de ella 5 (z) es continua en el punto Ít a la izquierdo 
Sin perder la generalidad de razonamientos podemos considerar que R = 1 
was en esta forma el teorema de Abel (que confirma, de hecho. la reguloridas: 
del método de Poisson--Abel) fue demostrado еп el aneso 3 al cap. 4, 
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Como que para la serie 1+ У) z* el radio de convergencia es 
a 


igual a uno, el intervalo de convergencia será (—1, 1), y esta serie 
diverge еп Jos extremos del intervalo mencionado. 


Para Ja serio J) E el intervalo de convergencia es el mismo, 
1 

es docir, (—1, 1), pero esta última serie converge en ambos extremos 
del citado intervalo, 

OBSERVACIÓN 2 Todos los resultados obtenidos en este punto son 
legítimos para Ja serie (1.41), en la cual la variable real z está susti- 
tuida por una variable compleja 2. 

Para la serie de este tipo se establece la existencia de un número 

ilivo R tal que la serie converge absolutamente cuando |: | < R, 
егде, cuando |z | > R. 

Para el cálculo de R vale la fórmula (1.43). El número R recibe 
el nombre de radio de convergencia, y el campo |2 | < R, circulo de 
convergencia de la citada serie de potencias. 

2, Continuidad de Ја suma de una serie de potencias. Supongamos 
que la serio de potencias (1.41) tiene el radio de convergencia А > 0. 

Lema 2. Cualquiera que sea un número positivo r que satisfaga la 
condición r < Н, la serie (1.41) es uniformemente convergente sobre el 
segmento [—r, rl, es decir, para |х |< r. 

DEMOSTRACION. Еп virtud del teorema 1.14, la serie (1.41) es 
absolutamente convergente cuando = = г, es decir, converge la serie 


lalt У) Га, pot. 


Pero, la última serie numérica es mayorante para la serie (1.41) 
para todo z del segmento [—r, r]. Debido al criterio de Weierstrass, 
la serie (1.41) converge uniformemente sobre el segmento [—r, r]. 
El lema está demostrado. 

Corolario. En las condiciones del lema 2 la suma de la serie (1.41) 
es una función continua sobre el segmento [—r, r] (en virtud del teo 
rema 1.7). 

Teorema 1.15. La suma de una serie de potencias en el intertor de 
su intervalo de convergencia es una función continua. 

DEMOSTRACIÓN Sea $ (z) la suma de la serie de potencias (1.41), 
y sea R, su radio de convergencia. Fijamos cualquier т en el interior 
del intervalo de convergencia, es decir, tal que sea | х | < R. Existe 
siempre un número r tal que | = | < г < Ж. La función 5 (r) es 
continua sobre el segmento | —r, ғ], en virtud del corolario del lema 2. 
Por consiguiente, S (x) también es continua en el punto z. FI teo- 
rema está demostrado. 
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3. Integración y diferenciación término a término de una serie 
de potencias. A 

Teorema 1.16. Si R > 0 es el radio de convergencia de la serie de 
potencias (1.41), y si х satisface la condición | = | < R, entonces la 
serie (1.41) puede integrarse término a término sobre el segmento 10, z]. 
La serie obtenida como resultado de la integración término a término 
tendrá el mismo radio de convergencia que la serie de partida. 

DEMOSTRACIÓN. Para cualquier z que satisface una condición 
12 | < R, se encontrará un r tal que |æ | <r < R. De acuerdo con 
el lema 2, la serie (1.41) converge uniformemente sobre el segmento 
[-r, r], y, por lo tanto, también sobre el segmento [0, z}. Mas, en 
este caso dicha serie puede integrarse, debido al teorema 1.8, tér- 
mino a término sobre el segmento [0, т]. 

Como resultado de la integración término a término se obtendrá 
la siguiente serie de potencias 


аах А-9 HEH., 


cuyo radio de convergencia constituirá, de conformidad con el teo- 
rema 1.14, una magnitud inversa del límite superior de la sucesión 


(1.44) 


El límite superior de la sucosión (1.44) es el mismo que en (1.42) 1), 
por lo cual el teorema queda demostrado, 

Teorema 1.17. La serie de potencias (1.41) puede diferenciarse 
término a término en el interior de su radio de convergencia. Una serie 
que se obtendrá por diferenciación término a término tendrá el mismo 
radio de convergencia R que la serie de partida. 

pemosmación. En virtud del teorema 1.9 y lema 2, resulta sufi- 
ciente demostrar solamente la segunda afirmación del teorema. 

Como resultado de la diferenciación término a térmimo de (1.41), 
obtendremos la serie 


a + 2-а +... плада“ 
+n + Шана" 
cuyo radio de convergencia А (de acuerdo соп el teorema 1.14) ез 
inverso al límite superior de la sucesión 
(VOFD ann 1). (1.45) 
3) Pues, lim Y=4, lim Ta i= dm Ta, | = fim 9 Ta |+! = 
o mo no == 


= a УТЫП. 
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Por cuanto la sucesión (1.45) y la (1.42) tienen un mismo límite 
superior !), el teorema queda demostrado. 

Corolario. Una serie de potencias puede diferenciarse término a tér- 
mino, en el interior de su intervalo de convergencia, cualquier número 
de veces, 

Una serie, obtenida por n-ésima diferenciación término a lérmino 
de la serie de potencias inicial tiene el mismo radio de convergencia que 
la serie inicial, 
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1. Desarrollo de una función en serie de potencias. 

Definición 1. Diremos que una función f (x) puede desarrollarse 
sobre el intervalo (—R, R), (sobre el conjunto {x}) en serie de potencias, 
si existe una serie de potencias que converge hacia f (x) en el segmento 
citado (conjunto citado). 

Son válidas las siguientes afirmaciones. 

1°. Para que una función f (х) pueda desarrollarse en serte de poten- 
cias subre el intervalo (—R, R), es necesario que dicha función tenga 
en el intervalo citado derivadas continuas de cualquter orden ?). 

En efecto, una serie de potencias puede diferenciarse término 
a término, en el interior de su intervalo de convergencia que on todo 
caso contieno el intervalo (—R, R), cualquier número de veces, con 
la particularidad de que todas las series obtenidas en este caso son 
convergentes en el interior del mismo intervalo de convergencia 
(teorema 1.17). 

Pero, las sumas de las series obtenidas por diferenciación cual- 
quier número de veces representan (en virtud del teorema 1.15) 
funciones continuas en el interior del intervalo citado de convergen- 
cia y, por lo tanto, son continuas sobre el intervalo (—R, А). 

2°, Si una función f (х) se desarrolla sobre el intervalo (—R, R) 
en serle de potencias, se lo puede hacer sólo de un único modo. 

Efectivamente, supongamos que la función f (z) puede ser de- 
затгоПайа sobre el intervalo (—R, А) сп la serie de potencias (1.41). 


з) Pues, lim YnFi=1, Нш Y Tona Je ia "у Tan je Шш (Tra 10" 
пе mo Сем тэ 
= Em Y Ta]. 

naw 
3) Observemos que existen funciones que tienen en el intervalo (— R, R) 
derivadas continuas de cualquier orden, pero по son desarrollables en dicho 
intervalo en serie de potencias. Como ejemplo de tal función puede servir 


5% para х 320. 


27 
‹ 
tosd g рага z=0. 
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Al diferenciar la serie indicada término a término n veces (lo 
que puede realizarse a ciencia cierta en el interior del intervalo 
(A, R)), obtendremos 


1% (0) = apn! + an la 
Do aquí, para т = 0 encontramos 


$09 (0) = ап! 
o bien 


a=20, (1.40) 


Así pues, los coeficientes de la serie de potencias (1.41), en la 
que puede desarrollarse la función f (т), se definen univocamente por 
la jórmula (1.46). 

Supongamos ahora que la función f (z) tione sobre el intervalo 
(—R, R) derivadas continuas de cualquier orden, 

Definición 2. La serie de potencias (1.41), cuyos coeficientes se 
definen mediante la fórmula (1.46), se llama serie de Taylor de la 
función f (2). 

La afirmación 2 nos conduce a lo siguiente: 

3°. Si una función f (x) puede ser desarrollada sobre el intervalo 
(Ry R) en serie de potencias, dicha serie es serie de Taylor de la fun- 
ción f (2). 

'nunciemos, para concluir, la siguiente afirmación que se deduce 
directamente del $ 14. cap. 8. v. I. * 

4°. Para que una función f (х) pueda ser desarrollada en serie de 
Taylor sobre el intervalo (—R, R) (sobre el conjunto (x)), es necesario 
y suficiente que el término residual en la fórmula de Maclaurin para 
esta función tienda a cero sobre el intervalo mencionado (conjunto 
mencionado). 

2. Desarrollo de algunas funciones elementales en serie de Taylor. 
En el y. (véase p. 2, $ 15, cap. 8) se ha demostrado que los térmi- 
nos residuales en la fórmula de Maclaurin a las funciones e*, 
‚ mientras que el 
para la función 
Tn (1 + z) tiende a cero sólo sobre el semisegmento —1 < z < +1. 

En vista de la afirmación 4° del punto anterior, estos razonam 
tos nos llevan a los siguientes desarrollos: 


т^ 


ea+ 32, 


X (iman 
er A, 
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S (grama 
зеп х= У, an 
+ 

(2л 41) 


S iaa 
In(t+z)= A 
Los primeros tros de los desarrollos citados convergen para todos 
los valores de z, y el último, para los valores de т pertenecientes al 
semisegmento —1 < z < 
Dotengámonos ahora en un desarrollo en serie de potencias de la 
función (1 + z)2, o en la llamada serie binomial, 
Si f (z) = (1 + z)“, tenemos 
КӘ (z) = a (a — 1) (a—2).. 
(a—a +1) 4 rja, 


Por eso, la fórmula de Maclaurin con el término residual en forma de 
Cauchy tiene por expresión (véase v. I, cap. 8, § 14) 


аа) D EED y я (ш, (1.47) 
ка 
donde 
уема, к (Өл) = 


‚р °”++®(®—1)...(®—п)(1 + 0279701 am 


- (58)". 094 LI (1 Om) tanti (1,48) 
(Ө es un número del intervalo 0 < Ө < 1) 

Cerciorémonos al principio de lo que рага а > 0 el término ro- 
sidual А, +, (2) tiende hacia cero (con п —> оо) en cada punto del 
intervalo —1 <z < 1. 


En efecto, todos los términos de la sucesión (0 e Ж), `| nunca 
sobrepasan Ја unidad еп el intervalo citado; la sucesión 


penea ану es acotada para cualquier @:>0 fijo'); 


el número æ (1+ 9:2) está definido para cualquier 4>0 y рага 
todo = del intervalo —1<z<-+1; por fin, la sucesión {2"+1} 
es infinitamente pequeña para cualquier x del intervalo —1 < 2< 1. 


1) Todos los elementos de esta sucesión están acotados еп módulo por el 


número Ca јар , donde [a] es la parte entera de о. 
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Asi pues, el término residual Zn +, (2) tiendo 
a cero, cualesquiera gue sean a => 0 fijo y x del 
J, 

Vor consiguiente, debido a (1.47), cuando ж 
punio del intervalo —1 = z << 1 es válido el desar 


n virtud de (1.48), 


orvalo —1 «z e < 


0, en cualquer 
шо 


„akj ya 
H > 


$ 24 
(4 +14 EL 
ка 


(1,49) 


Dentustromos, ahora, que cuando ® >Ù, la serte en el segundo miembro de (1.49) 
converge uniformemente hacia la función (1 + 206 sobre el segmento cerrado 
Б 719 

tn cualquier punto del 


puede mayorarso 
por la siguiente serte mamé 


Па ал... ПЕ т! ý 
х A 1.50) 
» 


De acuerdo con el етегш, de Weierstrass, pura establecer convergencia 
Па 1де que Pigura en el segundo 

ostrar convergencia de la serie mayoramte (1.50 
mino de la serte (1.00. Obtendremos para 


Deuotomos 
todos los А snfie 


Ata 
EFT: (158) 
Do la fórmula (1.54) =e deduce que 
pArA a 
es decir, la serie (1.50) es vunves on virtud del criterio de Raabe (veo 


4,52, 


on «l 
le sobre ol segmento 
onuda converge “obre el 


wande a > 0, la serw que figur 
segundo converge 

Ae 1. Resta por demustrar que la serie m 
segmento —1< «< 1 hacia la función (1) 0% 

En virtud de lo demostrado más arriba, la suma de la serie mencionada 
5 (а) y la función (1 + т)® corciden en todo punto sobre el intervalo 2 z <A 
Además. am ез, S (29 y (1 -{- 21%, son continuas en el segmentu — 1 
Kes A ila (e) us cmntinna, pues representa la suma de la seris co 
vergente compmesta por as (иче la continmidal de la función 
Mo a% рага > 0 es obvia). 

Pero, en tal caso, los valores de las funciones S (7) y (1 + aria en los puntos 
t= 1, y e > 1 Шап de comeidir, es decir, la serie en «l segundo miembro 
de (1.49) es uniformemente convergente hacia 41 $ 21% sobre el segmento cerra- 
Чо AGS 


3. Nociones elementales subre las funciones de una variable 
compleja. Se ha nolado más arriba que al vaso de la serie de potencias 
1109 
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respecto de la variable compleja z 
as + аш + аш + Ф аа" +... 
se extienden los teoremas 1.13 y 1,44 (sobre la existencia у valores 
del radio de convergencia). Las series de esta índole se utilizan' para 
definir funciones de variable comploja z. 
Las funciones е“, cos z y sen z de la variable compleja z se definen 
como sumas de las siguientes series: 


elf, (1.52) 
m=i 
cosz=14+ У) = (1.53) 
mt 
зеп з= У) Y З (1.54) 


y 7 
Es fácil comprobar que las tres serios mencionadas convergen abso- 
lutamonte para todos los valores de z (sn radio de convergencia es 
R = оо). 

Establezcamos ahora la relación existente entre las funciones 
е, соѕ 2 у senz. 

Al sustituir en la fórmula (1 52) z por (z, obtendremos 

иги А 


еа 
Ed a & 
= (1 O et lr + 


Al cotejar el segun 
sarrollos (1.53) y (1 


); ч, 


lo miembro de Ja igualdad (1.55) con los de- 
), llegamos а la siguiente fórmula notable: 


e't m сова + isen z, (1.56) 

La fórmula (1.56) desempeña un papel fundamental en la teoría 

de funciones de Ja variable compleja y se denomina fórmula de Kuler 

Atribuyendo a la variable z en la fórmula de Euler el valor de пп 

número real т, y Juego, el del número real —x, obtenemos las siguien» 
tes dos formulas: 


е = созт 1 rsen, 


er = cos z — isen zr 


Al sumar y restar estas dos fórmulas, obtendremos fórmulas que 
expresan cos z y sen z en términos de la función exponencial: 
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Detengámonos en conclusión en la definición do función logaritmica = 
= Ins de la variable compleja z. Dicha función se delne naturalmente como 
Funcion inversa de la función exponencial, es decir, a base de la relación z == e”. 
Al asumir w = u + de, z= x +a, propongámenos el objelivo de expresar 
u y ven términos de z = «| 

De la correlación 


z -Hity = 96 — el (cos v + вар v) 


obteudremos, haciendo nso del concepto de módulo y argumento de un número 
complejo (véase fórmula (7.6) del у 1), 


a =p ET, arga 


ak, 
donde 
О POP 
De las últimas igualdades encontramos que 
ln fa] In AI, 
уату Za 100, 1 


o bien, on definitiva 


Ins lla] + tiaga 


20%), dondek=ùÙ, el, +%... (108! 
Lo formula (1.58) enseña que la función logarítunica eu un campo complejo 
no es untroca; Su paro imaginaria ticne, para el mismo valor de s, una на) 
de valores correspondientes a difercutes k = 0, +1. 42... 
Es fácil comprender que la situación análoga tendra Ingar también vl dofi- 
nir en un campo complejo funciones trigonométricas mwversas. 


4. Aproximación uniforme de una función continua mediante 
los polinomios (teorema de Weierstrass). En esto punto demos- 
tremos un teorema fundamontal que se debe a Weierstrass y que fno 
enunciado por él en 1895, 

Teorema 1.18 (teorema de Weierstrass), Si una función f (2) 
es continua en el segmento la, В], existe una sucesión de polinomios 
(Р, (£)) que converge uniformemente sobre la, b) hacia la función 
F (2), es decir, para cualquier e > 0 se encontrará un polinomio Pn (2) 
con el número n (dependiente sólo de e) tal que 


Тр б) — f (2) < e, 


simultáneamente para todos los x del segmento la, bl. 

Dicho de otro modo, una función f (x). continua sobre el segmento 
la, bl, puede ser untjormemente aprozimada sobre dicho segmento me- 
diante un polinomio соп la exactitud e prefijada con anticipación. 

DEMOSTRACION. Sin limitar la generalidad de nuestros razona- 
mientos, podemos examinar el segmento [0. 11!) en lugar del seg- 
mento (a, b}. Además. es suficiente demostrar el teorema para una 
función continua f (2) que se anula en los extremos del segmento 
10, 1], es decir, que satisface las condiciones f (0) = 0, y f (1) = 0. 
Efectivamente, si la función f (т) fallase a satisfacer estas condiciones, 


1) Puesto que uno de estos segmentos se transforma en otro medianto una 
sustitución lineal z= (b — a) t+ a. 


as 
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entonces, al poner 
g(a- рк) — ieai — 70). 

obleudríamos una función g (2) continua sobre el хераепо [0, 1] 
que satisfaga las condiciones g (0) = O y g (1) — 0, mientras que la 
posibilidad de ropresentar g (z) en forma del límite para una sucesión 
uniformemente convergente de polinomios nos permitiría Подаг 
a una deducción de que f (z) es también reprosentablo en forma del 
límite de una sucesión uniformemente convergente de polinomios 
(ya que la diferencia f (z) — g (z) omio de primer grado) 

Así pues, admitamos que la función / (т) es continua sobre el 
segmento 10, 1] y satisface las condiciones f (0) л) = 
Tal función f (2) podemos prolongarla a toda Та recta infinita, ha- 
cióndola igual a сого fuera de los márgenes del segmento [0, 11 
у alirmar que la función prolongada de la manera aducida es nni- 
Jormemente continua en toda la recta infinita. 

Veamos la siguiente sucesión concreta de polinomios no negativos 
de grado 2n: 

Qu (2) == Ca (1 —%)" (n 2 (1.50) 
en cada uno de los cuales la constante с, está elegida de un modo 
tal que se cumpla la igualdad 

1 
{ O, toda 
E 
Sin calcular el valor exacto do la constante cn, estimómosla supe 
riormente. 
оп este fin notemos que рага cualq amero и - 1, 2.. 
y para todo z del segmento [0, 1] se verifica la desigualdad *) 
(1 аа)" 25 1 лл. (1.51) 
Aplicando la designaldad (1.61) y teniendo presente que 17) 7 
< 1, tondremos para todo п > 1: 
ñ 


1 (п-1.2,...) Mo) 


| а—ауча 21 (1 2)" dato 
E 


a "уз | 
>2 \ d= dr > 2 j а-на трт (4.62) 
De las fórmulas (1.29), (1.60) y (1.62) concluimos que para todos 


los números л = 1, 2, ... es da lu siguiente estimación supe- 
1) Esta desigualdad se deduce de le que para enalquier nz 1 una función 
giz) o dl 2)" — (1 — гый) es no negativa ға todo punta del segmento OS 
<< 1. pues dicha función se anula cuando z =: 0 y tono en cualquier punto 
del segmento citado derivada no negativa q (> 2л, 11 — (1 — 2, 
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rior para la constante ep: 
(1.63) 


De (1.63) y (1.59) se deduce que. cualquiera que sea 8 > 0, 
pura todo x del segmento б < r < 4 se verifica la desigualdad 


US Qn (a) dm (1 — бз)". (1,64) 


Do (1.64) so desprende que, cualquiera que sea $ :> 0 fijo, la suce- 
sión de polinomios no negativos {Qn (2)) es uniformemente convergente 
hacia cero sobre el segmento bx < 1 Y. 

Pongamos ahora para todo г del segmento O <3 z Sí 1 


PA ў ла+00, оа (1.65) 
1 


alquior n- 1 - la función 
grado, con la particularidad de 


onos de que par 
Pa (x) ез un polinomio de 2n-ósi 
апе {Pn (2)) es pre rento la sucesión buscada de polinomios uni- 
Tormómente convergente sobre el segmento 09 = x 72 4 hacia la fun- 
ción j (2). t 

Ya que la función analizada у (x) es igual a eero fuora de dos mår- 
genes del segmento 10, 1], para cualquier y del segmento 10, 11 
la integral (1.65) puede escribirse en la Го 

йт 

Puto Y 1EFDOL (OA. 


у corcioró 


endo еп Ја última integral la variable £ por la £ = s, 


émosteo nna forma 


Sustil 
comunig 


ө: {лоо а-а ¿Lomo 
3 


De (1.66) y (1.59) se pone claro que la función P, (2) representa 
un polinomio de 2n-ésimo grado. 

Resta por demostrar que la sucesión {P (2) es uniformemente 
convergente sobre el segmento 0 = 2 = 1 hacia la función f (2). 


demostrar gue la sucesión itn 
lo ue хе deduce, por ejemplo, Ме «ue 


ly Efectivamente, 
11-887. Va снае 


la serie У) an converge su vi criterio de Cauchy (véase teorema 4.0 sol 


Ке 
y 1H) por cuanto 


ишу 


(@--б шн 
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"ijamos arbitrariamente e >U. Para e fijo existe, por ser / (2) 
uniformemente continua en toda la recta infinita, un ё >> 0 Lal que 


ГЕС) =) = рага | ху |< б. (1-57) 


Ademas, puesto que f (2) es continua sobre el segmento [0, 1], 
seri en adición acotada en el mismo, y. por consiguiente, en todo 
punto de la recta infinita. Esto quiere decir que existe una constante 
А Lal que para cualquier z se verifica 


14 (2) . (1.68) 
Haciendo uso de (1.60). (1.64). (1.67), us: y teniendo pre- 
sente que Ọ (2) es no negativa. estunemos la diferencia P, (x) — 


— f (0) 
Гага todo z del segmento 0 7ш + 1 tendremos 


А 
о =| е лао, (0 ee 
ч 


Ет 


‚ 
{леза гаг ае га { Quit ага 
ЕЙ 


А f 
5 j одам f ОАА Y п(4—6®° ++. 


Con el fin de finalizar la demostración del teorema, basta obser- 
var que para todos los números » suficientemente grandes se verifica 
la siguiente desigualdad 


LAVAS <<. 


Corolario. Si no sólo la propia función ў (х), sino también las deri- 
vadas suyas hasta cierto orden k inclusive son continuas sobre el seg- 
mento 10, 113), existe, entonces, una sucesión de polinomios {Pp (х) 
tal que cada una de las sucesiones {P n e) PD {PO (2) 
converge uniformemente sobre el segmento |0, 1] hacia f (z), f' (х), 
++, 10 (2), respectivamente. 

En efecto, sin perder la goneralidad de los razonamientos, pode- 
mos considerar que cada una de las funciones / (2), /' (2), 

~., А (x) se anula cuando х = 0, y z = 1 2), mas, еп estas con- 


1) En lugar de 10, 1] podemos tomar, por supuesto, [а, bl. 

2) Si la función f (2) fallara a satisfacer estas condiciones, encontraríamos 
un polinomio Pa (2) de 2n-ésimo grado de Lal género que para la función y (2) = 
= f (2) — Pa (2) estas condiciones se cumplan. 
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diciones la función ў (x) puede ser prolongada a toda la recta infi 
nita, suponiéndola igual а cero fuera de [0, 11, de modo que la fun- 
ción prolongada y todas las derivadas suyas de orden hasta el k-ésimo 
inclusive resultarán ser uniformemente continuas en toda la recta 
infinita. 

Pero, en este caso, al denotar con Р, (х) ol mismo polinomio 
(1.05) que se traló más arriba, y al repetir los razonamientos aducidos 
en la demostración del teorema 1.18, demostremos que cada una de 
las diferencias 


Р» (2) — f (2). Patr) —f (0d, ., PL (£) — 10 (2) 


es una infinitésima, uniforme con relación a = sobre el segmento 
ESESA 

OMSERVACIÓN i. La demostración expuesta se generaliza con 
facilidad al caso de una función de m variables f (ту. Zy, - . -, ш) 
continua en el cubo m-dimensional 0 < х, < 1 (i = 1, 2, |., т). 

Por analogía completa con el teorema 1.18 se demuestra que para 
tal función f (д, жу. .... гы) existe una sucesión de polinomios 
do m variables дү, ту... ., Em que ев uniformemente convergente 
hacia dicha función en el cubo m-dimensional. 


OBSERVACIÓN 2 Observemos que los poliuomios que figuran en ol teore- 
ша 1-18 puedon ser sustituidos por las funciones de un Lipo mas yeueral, coner- 
vando intacta la afirmación sobre la posibilidad de aproximación uniforme 
medaute tales funcions Чә cualquier función continua 7 

Convengumos cu donuininar álgebra una totalidad ucbitraria A de funcio- 
nes, definidas sobre cierto conjunto Æ, si i) 1) f + g € A; 2) f'g € A; 3) a € A 
para PEA у @Є А arbitrarias y para cualquior æ treal. 

Dicho де otro modo, álgebra es totalidad do funciones cerrada con rotoción 
a du sutoación y multiplicación de funciones y a la multiplicación de las funcio- 
nes рог los números reales 

5i para cada punto + ihl conjunto Æ existe cierta (unción ¿E A tal que 
8 (e) = 0, suele decirse quo el álgebra Я no desaparece en nrugán punto r del con- 
Junto Е. 

Se dice que шы totalidail A de funciones definidas sobre el conjunto E separa 
lox puntos del conjunto E. хі рата cualesquiera puntos diferentes r, y лу del 
conjunto mencionado te encuentra una función de А tal que 7 (r) 56 7 (туь 

Tiene lugar la siguiente nfitmación notable Hamada teorema do Weterstrass= 
Stone 3. 

Sea A un álgebra de funciones, continuas sobre el contunto compacto E 3), la 
que separa los puntos del conjunto E y no desaparece en ningún punto de este conjun- 
to. Ртопсев, toda función f (x), continua sobre el conjunto E. puedo ser representada 
en forma del límite de una sucesión de funciones del lgebra A uniformemente 
convergente. 


1) Recordemos que ol símbolo f € A denota la pertenencia de f a А. 
2) M. Stone es matemático contemporáneo norteamericano. 
з) Kecardemas que coupat se lama un computo acotado cerrado 


Capitulo 2 


INTEGRALES DOBLES E INTEGRALES 
N-MUÚLTIPLES 


En el у. 1 зо han analizado problemas físicos y geométricos que con 
ducían al conceplo de integral definida simple, 

Como problemas tipo de este дбпего intervienen el problema de 
cálculo de Ja masa de un vástago no homogéneo a base de la densidad 
lineal conocida del vástago citado y el de cálculo del área de un 
trapecio curvilínoo (es decir, del área que se dispone por debajo de 
la пса de la función no negativa y -- f (т) sobre el segmento 
а, b)). 

UNO es. антен tndicar: розваг emálidimointonalaso: anadi 
que conducen al concepto de integral doble o integral Lriple 

Por ejemplo, cl probloma de cálculo de la masa de un cuerpo no 
homogéneo 7 según la densidad volumétrica conocida p (4) de 
este cuerpo nos lleva. naturalmente, al concepto de la integral 
triple. 

Al objeto de calcular la masa del cuerpo mencionado T, divulá- 
moslo en secciones suficientemente pequeñas Ty, Т... Y 
Podemos considerar aproximadamente que lo densidad volum 
p (М) do cada sección Ту, es constante e igual a p (M1), donde My 
es cierto punto de la sección 7,. En este caso la masa de сайа sección 
Т, será aproxi 


imadamento igual a р (А/,) гъ. donde va es el volumen 
de la sección 7, 

El valor apro 
a la suma 


mado de la masa de Ludo el cuerpo 7 será igual 


POS 


Resulta natural que el valor exacto de la masa esté definido como 
límite de la citada suma cuando cada sección 7, disminuye inde- 
finidamonte 1). Precisamente este límite puede tomarse por la lefi- 
nición de integral triple, extendida al campo tridimensional 7, 
de la función p (M). 

De un modo sumamente análogo puede examinarse el problema 
geométrico sobre el cálculo del volumen del llamado cilindro con 
fondo encorvado (es decir, volumen del cuerpo que está expuesto 
en la fig. 2.1 por debajo de la gráfica de una función no negativa 
2=f(e, y) en cierto dominio bidimensional D). Este problema 


1} Por supuesto, conviene precisar el tërmmo «disminución indefinidar. 
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conduce al concepto de integral doble de la función f (x, y) extendida 
al dominio bidimensi 

En el presente capítulo se exponc la teoría de las integrales 
dobles, triples y, en gon de integrales n-múltiples. 

Para el empleo más efectivo de la analogía con la integral simple, 
introduzcamos primero el concepto de integral doble para un rectán- 


Е i 
2.5665) 
AH 
Y 
2 => > 
Pig. 24 


lida a un dominio arbi- 


gulo y sólo luego, de la integral doble ext 
como mediante 


trario tanto con ayuda de la partición rectangular, 
partición arbitraria del campo mencionado. 


$ 1. Definici 
1. Definición de la 


y existencia de la integral doble 


utegral doble para rectángulos. Admitamos 
gue una función arbitraria / (а. y) está definida en Lodo punto sobre 
el rectángulo А la <a Ае y <dl (ig 2 

Dividamos ol segmento о = x s< b en н segmentos parciales con 
avuda de los puntos а до у < ta -7 ла =h y el 
segmento e <y < d. en p segmentos parciales con ayuda de los 
puntos с Eh р. < Up 

A la partición citada mediaute unas rectas paralelas a los ejes 
Өх y Oy (véase fig. 2.2) lo corresponde la partición del rectángulo А 
a nep rectángulos parciales 


Rio ra ЫТ =! 1 


La partición mencionada del rectángulo R se designará con el 
simbolo 7. 

En este capítulo por 
tángulo cou lados paralelos а los еј 

Elijamos en cada rectángulo parcial R; un punto arbitrario 
(Ens ты). Al poner Azs — Zr ~ Luo Ayi == Yi — Yi denotemos 
con Afar el área del rectángulo Rar. Es evidente que АМ = Алу х 
> Wi 


o «rectángulo» se entenderá siempre 
s coordenados. 


un 
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Definición 1. Un número 


“ок 


а= Y Y fín 0): Mt (4% 


í 


se llama suma integral de la función } (т. y), correspondiente a la 
partición dada T del rectángulo Н y a la elección dada de los puntos 
intermedios (Ex, э) en los rectangulos parciales de la partición 1. 

La diagonal Y (Az)? F (Ay)? se denominará diámetro del 
rectángulo Arı. Con el símbolo А se designará el mayor de los diá- 
metros de todos los rectángulos parcialos Ray. 

Definición 2. El número І se llama limite de las sumas integrales 
(2.4) con A— 0, st para cualquier número positivo е puede indicarse 
tal número positio б que para A -< 5 se verifica la desigualdad 


lo—=I|<e, 


cualquiera que sea la elección de los puntos (5, 11) sobre los rectángulos 
parciales Ry 

Definición 3. Una función f(z, y) se Шата integrable (según 
Riemann) sobre el rectángulo R, si existe un límite finito Т de las sumas 
integrales de dicha función para A 0. 

El limite mencionado I se denomina integral doble de la función 
1 (x, y) extendida al rectángulo R y se denota рог uno de los siguientes 
simbolos; 


Fl rc yde dy= Ñ Ñ fm do. 
{рене { {лапа 


OBSERVACIÓN Al igual que en el caso de una integral definida 
simple, (véase v. 11, cap 1, $ 1), se establece que cualquier función 
10 y). integrable sobre el rectángulo R, es acotada en dicho rectán= 
gulo. 

Esto nos presta los fundamentos para analizar en adelante sola- 
mente funciones acotadas f (z, y). 

2. Existencia de la integral doble para un rectángulo. La teoría de 
Darboux, desarrollada en el cap. 1, v. П para la integral definida 
simple, es complotamente aplicable para el caso de la integral doble 
en un rectángulo R. En vista de la citada analogía, limitémonos 
a esbozar un esquema general de razonamientos. 

Sean Mp: y ту la cota superior exacta y la cota inferior exacta, 
respectivamente, do una función f (æ, y) sobre el rectángulo parcial Rar 
Compongaros dos sumas para la particion dada 7 del rectángu- 
lo В: 
una superior 


s= Ў Ў могай 
“> 
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y Otra inferior 


SA 
s25 Y mAAR 
ES 

Resultan válidas las siguientes afiemaciones (cuya demostración 
es completamente análoga a las demostraciones aducidas en el р. 2, 
$ 2, сар. 1, v. TI) 

. Para cualquier partición fija T y todo e >0, las puntos interme- 
dws (E. na) en los rectángulos parciales Ry; pueden elegirse de un modo 
tal que la suma integral о satisfaga las desigualdades 0 «с S — б < в. 

Los puntos (Èn, тү!) pueden también elegirse de tal modo que la suma 
integral satisfaga las desigualdades 0< с — 5 < e. 

2, 81 цпа partición Т' del rectángulo R se ha obtenido por adición 
de unas rectas nuevas a las que forman la partición Т, entonces la suma 
superior S' de la partición Т" no sobrepasa la suma superior S de la 
partición T, mientras que la suma inferior s' de la partición Т' no es 
menor que la suma inferior s de la partición Т. es decir, 

s "5 5. 

3, Sean Т" y Т" cualesquiera dos particiones del rectángulo R 
Entonces, la suma inferior de una de estas particiones no sobrepasa la 
sunma superior de la otra, A saber, si s', S' ух", S” son sumas inferiores 
y superiores, respectivamente, de las particiones Т' y T”, entonces 

ES. CES. 

Ж. Un conjunto {N} de sumas superiores de una función dada 
ў (т. y) para toda clase de particiones del rectángulo R está acotado 
inferiormente. El conjunto {s} de sumas inferiores está acotado superior- 
mente. De este modo, existen unos números 


Т = 045), 1 = sup (9). 


llamados integrales de Darboux, superior e inferior, respectivamente, 
(ue la función f (т, 1) extendida al rectángulo R 

Es fácil convencerse de que I< T. 

5. Supongamos que la partición Т" del rectángulo It se ha obtenido 
a base de la partición Т por adición a la última de p rectas nuevas, 
y sen $, S' y s, S las sumas inferiores y superiores, respectivamente, 
de las particiones Т' y T 

Entonces, para las diferencias 5 — S' y s' ~ 5 puede obtenerse 
una estimación cuyo valor depende del diámetro máximo A del reclángu- 
lo parcial de la partición T, del número p de rectas añadidas, de las 
colas ezactas M y т de la función f (z, y) en el rectángulo R y del 
diámetro d del rectángulo R. 

A saber, 5 — S' < (M — т)-р-А:0, 


s в (М — m) pr A-d. 
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6°. Las integrales de Darbouz superior « inferior, Ге І, de da fun- 
vión f(x, ш) extendidas al rectángulo R son limites de las sumas superi 
res e inferiores. respectivamente, paro A— 0%) 

De las propiedades 1° —6° se deduce el sigui 
mental 

Teorema 2.1. Para que una función f (х, y) acotada sabre el reetan- 
gulo R зеп antegrable en dicho rectángulo, es necesario y suficiente 
que con todo e > 0 se encuentre tal partición T del rectángulo Ñ, para 
la cual 5 — к e 

Al igual que en el cap. 1, v. HL, el teorema 2.1 permite, stendo 
analizado en conjunto con el teorema de coatinmidad uniforme de la 
Función, indicar las clases más importantes de funciones integralles. 

Teorema 2.2. Cualquier función f (x, y) continua en el rectángulo R 
está integrable en dicho rectángu 

Definición 1. Llamemos figura elemental o un conjunto de puntos 
que representan una suma del número finito de rectárgulos (cuyos ladus 
son paralelos а los ejes Ox y Oy) 2) 

Definición 2. Diremos que una función f (a, y) posecen el rectángu= 
lo R (еп un domino cerrado arbitrario Р) la I-propuecad, sis 1) } (2, W) 
está acotada en el rectángulo В (en el dominio Ру: 2) para todo е =s 0 
existe una figura elemental que contiene todos los puntos y lineas de 
discontinuidad de la función f (x, y) y que tiene drea inferior п e. 

Teorema 2.3. Si una función f (x, y) posee en el rectángulo R la 
T-proptedad, sera integrable en dicho rectongul 

La domostración de Jos teoremas 2.2 у 2,3 es completamente 
auáloga а Ја que se usaba al demostrar los teoremas 1.3 y 1,4 del y. И. 

3. Definición y existencia de la integral doble para un dominio 
arbitrario. En ol p. 1, $ 2, сар. 2, v. П зе han inteoducido los ĉon- 
ceptos de cuadrabilidad y de área de wna figura plana Q. Estos concep- 
tos se extienden sin cambios algunos al caso del conjunto acotado 
arbitrario Q de puntos del plano. 

En todas las definiciones y afirmaciones del punto mencionado en 
lugar de la figura О puede estudiarse el conjunto acotado arbitrario Q. 

En el mismo punto se ha dado la definición de una curva (o de 
frontera de la figura) del área cero. Llamamos Г curva del área сего, 
si para cualquier e 2> 0 existe un polígono que contenga todos Jos 
puntos de Г y que tenga área menor que e. 


ч teorema Junda- 


1) El concepto de sumas «"periores с inferiores ч dofine sumamente gual 

que el de sumas integrales, A sabor, elnúmero Fse Пата limite de las sumas 
superiores 8 para A-=0, si con todo e >O puede indicarse tal > б que 
15 — [| << e, cuando A< б. 
2) Observemos que la suma de un uúmero finito de vectóngalos (completa 
monte arbitrarios y con lados paralelos а los ojes (02 y (Уу) es representable ст 
forma de la suma, también de un nnmero finilo de rectángulos (enyos lados son 
paralelos а los ejes mencionados) privados de los puntos interiores comunes. Por 
eso, en la Definición 4 pueden tomarse Jos rectángulos, tanto aquellos que tiè- 
nen puntos interiores comunes, como también aquellos «¡ue no los tienen. 
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Notemos que en esta definición el término «polígono» se lo puede 
sustituir por el término «figura elementalo. Esto se deduce de lo 
que toda figura elemental es un polígono. y cualquier polígono de 
árra menor que ol número e está contenido dentro de la figura elo- 
montal cuya área es menor que el número Ве 1), 

Es fácil demostrar la siguiente afirmación 

Si Les una curva del area cero y se el plano está cubierto con una 
red cuadrada de рахо h, entonces, para todo т > 0 eriste un h>0 
tal que la suma de áreas de todos los cuadrados que tienen con Y puntos 
comunes es inferior a к 

Fn efecto, para cualquier e => 0 se puede fijar una figura elemen- 
tal D que contiene Г dentro de sí y que lione área menor que e/4, 
Nos resta señalar que si el paso А de 
la ved cuadrada es suficientemente 
pequeño, todos los enadrados que tie- 
nen con Г puntos comunes están con- 
tonidos deatro de una figura elemental 
gue se obtiene como resultado de 
sustituir cada rectángulo de Q por un 
rectángulo dos veces mayor con el 
mismo centro. 

Subrayemos que la clase de 
vas dol área сего es bastante amplia. 
A osta elase portenece, por ejemplo, 
cualquier curva rect able (véase el teorema 23, v. M). 

Pasemos, ahora, a la definición de integral doble рага un dominio 
bidimensional arbitrario D 

Sea D un dominio acotado cerrado cuya frontera 1 
coro, y sea f (x,y) una función arbitraria definida y acota 
campo D. 

Desiguemos con /? cualquier rectángulo (con lados paralelos a los 
swjes coordenadas) que contenga el dominio D (fi А 

En el rectángulo /2 lefinamos la siguiente función: 


в del área 
a en el 


ple, ен dos puntos del domino D. 


=й { (7 en los demás puntos de # 


2 
2) 


ч En efecto: Nom poltyruno es igual а la suma finita le triángulos; 2) cada 
no! lal. cia) de das triánenlos rectangulares; 3) un 
trióneulo rectangu! Á contenido rn un rectángulo enya area es dos voces 
mayor. 4) cualquier rectángulo es igual a Та suma de un número fiwto de cu 
«табох v un rectángulo. en sl que la relación de sus lados está encerrada ontre 1 
y 2, 51 ошай Arado está contenido dentro de otro cnadrado cuyos lados 
son paralelos a 
con la del cuad 
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Definición. Una función f (x, y) se llamará integrable en el domi- 
nio Р, si la función F (2. y) es integrable dentro del rectángulo В. 


Llamemos en este caso el número Z= | f F (2, y) dz dy integral 
“к 


doble de la función f(x, y). extendida al campo D, y designé- 
mosla con el símbolo 


1= 1} Hz yw de du= | | pitao. 


9 


ón se deduce inmediatamente que 


OBSERVACIÓN 1. De esta dofi 

la integral $ { 1-dx dy es igual al área del dominio D. ESectivamen- 
D 

to, al someter el rectángulo correspondiente R a las particiones cada 

vez más memudas, llegaremos a que las sumas superiores de dichas 

particiones serán iguales a las áreas de las figuras elementales que 

contienen D, mientras que las sumas inferiores, a las áreas de las 

figuras elementales contenidas en el interior de D. 

ORSERVACION 2. Supongamos que una función f (x, y) es integrable 
en el campo cuadrable acotado D; el plano está cubierto con nna red 
cuadrada de paso h; Сү. Cy, . . „Слу Son cuadrados de la red citada 
integramente contenidosen el сатро D: (Èn, q) es un punto arbitrario del 
cuadrado Cp; my = inf f (x, y) (k н. ге Ж (Ж. 

© 


h 
Entonces, cada una de las sumas 


my hè 


tiene límite para h — 0, el cual is igual a ў; f (2, y) dx dy. 
? 

Рага demostrarlo, basta constatar que las sumas mencionadas 
se diferencian de la suma integral ordinaria (do la suma inferior, 
respectivamente) de la función f(x, y) en el dominio D sólo por la ausen- 
cia de los sumandos referentes a los cuadrados que tienen puntos 
comunes con la frontera Г del campo D, con la particularidad de que 
la suma de todos los sumandos ausentes os inferior en módulo al 
producto de la cota superior exacta Af de la función |7 (x, y) | on 
ol dominio D por el área 5 de la figura elemental compuesta por los 
cuadrados que tienen con Г puntos comunes. De acuerdo con la 
afirmación demostrada más arriba, 5 0 cuando ^+ 0. 

Con relación a la definición dada por nosotros surge, natural- 
mento, una pregunta de si depende el hecho de existencia de la 
integral doble y su valor 7: 1) de la elección en el plano de los ejes 
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coordenados Or y Oy; 2) de la elección del rectángulo R, en el cual 
se define la función F (х, y). 

En el punto siguiente se dará otra definición de la función inte- 
grable f (x.y ) y de la integra) doble la cual no depende del modo de 
elegir los ejes coordenadas, ni tampoco de la elección del rectángulo R 
y se demostrará la equivalencia de esta definición con la aducida 
más arriba. 

Por ahora enunciemos, entre tanto, el viente teorema 
Jundamental que se desprende del teorema 2.3 y de la definición dada 
antoriormente. 

Teorema 2.4. Si una función f (x, y) posee en el dominio D la 
J-propiedad, será integrable en D 

DEMOSTRACION. La función £' (z, y), definida por la fórmula (2.2), 
poscorá, para tal función f (=, y), la /-propiedad en el rectángulo R. 

En efecto, la función F (x, y) está acotada en el rectángulo R 
y todos los puntos y las líneas de discontinuidad de esta función 
о bien coinciden con las discontinuidades correspondientes de f (т, y), 
o bien se disponen en la frontera Г del dominio D. Por cuanto Г 
tiene el área coro, el teorema queda demostrado. 

Corolario 1. Si una función f (x, y) está acotada en el dominio D 
{ tiene en dicho dominio discontinuidades sólo en un punto finito de 
líneas rectificables, entonces f (х, y) es integrable en el dominio D 

Corolario 2. Si f (xz, y) es integrable en el donanto D, y g (2, y) 
es acotada y coincide con f (ж, y) en todo punto de D, а excepción del 
conjunto de puntos del área cero, entonces x (a, y) también es uxegrable 
en el campo D. 

4. Definición de integral doble con ayuda de las particiones arbi- 
trarias de un dominio. Más arriba hemos definido la integral doblo, 
partiondo de las particiones de uu dominio mediante líneas rectas 
en un número finito de rectángulos parciales. En este punto se 
onunciará otra definición de la integral doble que se Inndamente on 
la partición del dominio D mediante cualesquiera curvas del área cero 
en un número finito de dominios parciales y se demostrará quo esta 
definición es equivalente a la aducida anteriormente. 

Sea D un dominio acotado cerrado con Ја frontera Г del área 
cero. Dividamos el domimo 2, mediante un número finito de curvas 
arbitrarias del área cero, en un número finito r de dominios parciales 
cerrados Юу, De, .... D, (ino forzosamente conexos!). 

Jndiquemos que cada dominio D; es cuadrable, pues su frontera 
tiene el área cero (véase v. 11, cap. 2, $ 2) y denotemos con el símbolo 
AD; el área del dominio Ds. ә 

En cada campo parcial D; clijamos arbitrariamente un punto 
Pi (En т). 

Definición 1. Un número 


o= У f(P,)-AD, (2.3) 
a 
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se denomina suma integral de la función f Le. y) correspondiente а la 
partición dada del dominto D en dominios parciales D, y a la elección 
dada de los puntos intermedios Ру en los dominios parciales. 

Llamemos diámelro del dominio D; a la cota superior exacta de 
las distancias entre cualesquiera dos puntos de este dominio. Con 


el símbolo À se denotará el mayor de los diámetros de los dominios 
parciales Di Da -n Dr 
Definición 2. Un número I se Mama limite de las sumas integra- 


les (2.3) con Җ— 0, se para cualquier número positivo в puede indicarse 
qu р р 
< ô en los dominios parciales D, se 


tal nimero posiliwo ё que con A 
verifique la desigualdad 
Jo—T|<e, 
independientemente de cómo se eligen los puntos Pi. 
Definición 3 (definición general de integrabilidad). 
Una función f (x, y) se Шата integrable {зе п Riemann) en el 
dominio 1). si existe un límite finito 1 de las sumas integrales о de esta 


función para Á—=0. Kl límite citado T recibe el nombre de integral 
doble de la función f (x, y) extendida al dominio D. 

Domostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 2.5. ha enunciada definición general de integrabilidad 
es equivalente а la definición dada en el p. 5 

prmostracros. Es evidente que si wma [unción f (2, y) ез inte- 
grable segóv la definición general de integrabilidad y su integral 
doble, de acuerdo con dicha defini es igual a Z, esta función será 
integrablo también según la definición del p. 3, y tiene, según ésta 
última, fa misma integral doble 7 

Resta por demostrar quesi la función / (x, y) es intograble cu el 
dominio D, según Ја definición del р. 3, е / es la integral doble de 
] (e, y). extendida al dominio D, según la misma definición, para la 


función f (z, y) existo un límite de las sumas integrales д, cuando 


Ж —>0, ol cual os igual a Г. 


Designemos con 17, у m; las cotas exactas superior e inferior 
de la función f (т, y) en un dominio parcial D; e introduzcamos en 
el análisis las sumas superior e inferior 


$= Y Ар, y 5 
са 
Por cuanto para cualquier ри 
4955, 
resulta suficiente demostrar que ambas sumas $ у 3 tienden hacia Zs 


cuando Ў —=0. 
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Se requiere demostrar que para todo e > 0 existe un $ 2 0 tal 
que cada una de las sumas $ y з quede desviada de Z en una magni- 


tud inferior a e cada voz que Â < ô. 

Fijamos un е >0 arbitrario. Para tal e se encontrará una parti- 
ción T del rectángulo R que contiene el dominio D en rectángulos 
parciales R de tal género que para ella 


5-:<5. (2.4) 


Designemos con Me la cola superior exacta | f (=, y) | en el domi- 
nio D, y hagamos encerrar todos los segmentos de las curvas, que 
realizan la partición 7, y la frontora Г del dominio D en el interior 
do una figura elemental cuya área sea inferior al número e/4M,. 

Entonces, existe a ciencia cierta una cota inferior exacta posi- 
tiva 6 de la distancia entre dos puntos, uno de los cuales pertenece 
a la frontera la citada figura elemental, y el otro, а los segmentos de 
las rectas que realizan la partición Т, o bien a la frontera Г del 
dominio D 1). 

Demostremos que para las sumas $ y 3 de cualquier partición del 
dominio D que satisfaga la condición A < $ se verifican las desi- 
gualdades 


S<s+ 7- (2.5) 
y<% (2.6) 


Limitémonos a la demostración de ła desigualdad (2.5), pues la 
desigualdad (2.6) se demuestra del modo análogo. 


Eliminemos en la suma $ todos los sumandos Af,- AD, corres- 
pondientes а los dominios D,. cada uno de los cuales no se dispone 
integramente dentro de un solo rectángulo parcial de la partición Т. 
Todos los dominios D; de esta índole pertenecen a la figura elemental 
mencionada más arriba, por lo cual lasuma de áreas de tales campos 
es inferior al número e/4M. 


1) En efecto, examinemos dos conjuntos: 1) un conjunto {Р} do todos los 
puntos do la frontera de la figura elemontal en consideración y 2) un conjun- 
іо (0) de todos los puntos en lus segmentos de partición 7 y do la frontera Т del 
dominio D. Ambos conjuntos. {Р} y (0) son acotados y cerrados. Supongamos 
que la cota inforior exacta б de la distancia p (P, P ез igual а сего. Entouces, 
existen dos sucesiones de pmntos (Рс) y {0„} ialos quo p (Pa. Qn) > 0. En 
las sucesiones mencionadas pueden olngirse, en virtud del toorema” de Bolza- 
no — Weierstrass, las subsucesiones convergentes {Ру} y (О, ). cuyos lími- 
tes Р y 0 pertenecen (por ser cerrados) a {Р} у {0}, Fespectivamente. Mas, en 
oste caso р (Р, Q) = 0, es decir, los puntos Р y Q coinciden, lo que no es розїМо, 
puesto que el conjunto {0} «о dispone oxtrictamento dentro do la figura ele- 
mental y no tiene puntos comunes con {P}. La contradicción obtonida demuestra 
precisamente que б es positivo. 
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Por consiguiente, la suma de todos los sumandos eliminados 


Mi: АЮ, es inferior al número e/4. 
Así pues, con un error no superior a e/4 se vorifica la igualdad 


S=N' M,-AD,. (2.7) 
donde la virgulilla es indicio de que la suma queda extendida sólo 
en los dominios D; dispuestos integramente en los rectángulos corres- 


pondientes de la partición T. 
Ahora, en el segundo miembro de (2.7) sustituyamos las cotas 


exactas M; en los dominios D;, contenidos en el rectángulo parcial 
Ry, рог Ја cota superior exacta 17, del rectángulo Za. En este caso 
obtendremos 


2 МАР My AB (2.8) 


donde AR, donota el área del dominio Ж, que es igual a la suma de 
todos los dominios D; íntegramente contenidos dentro del rectángu- 
lo Аһ. 
Todos los dominios Ra, — Ё, pertenecen а la figura elemental 

elegida más arriba. Por eso 

D (АН,—АЙ,)< in 

^ 
y, por lo tanto, 


[5-х мсл, |=|3 М, (АВ, АЙ) |<. 
г г 


De este modo, con un error no superior а e/4 queda válida la igualdad 
0 МАЁ, = 5. (2.9) 


Al comparar las igualdades (2.7) y (2.9), válidas con un error по 
superior a e/4, con la desigualdad (2.8), obtendremos la desigual- 
dad (2.5). 

Del modo análogo so demuestra la desigualdad (2.6). 

De (2.5) y (2.6) obtenemos 


зр 848545. (2.10) 


Por cuanto, en virtud de (2.4), cada una de las sumas s y S se desvía 


de Z en una magnitud menor que 2/2, cada una de las sumas $ y $ 
se desvía, en virtud de (2.10), de Га una magnitud no superior а e. 
El teorema está demostrado. 
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$ 2. Propiedades principales de la integral doble 


Las propiedados de la integral doble (como también las deduccio- 
nes de ellas) son bien análogas a las propiedades correspondientes 
de una integral del da simple, Por eso, limitémonos a la enuncia- 
ción de estas propiedades 

1°. лритушар, Si una función f (z, y) es integrable en el domi- 
nio D y si el dominio D se parte, mediante la curva de área cero Г, 
өп dos dominios D, у D, que sean conexos y no tengan puntos interio- 
res comunes, entonces, Ja función ў (z, y) será integrable en cada uno 
de los dominios D, y D,, соп la particularidad do que 


| {ле асау f | f(z, асау + | у(х, war dy. 
v Di 15 


2°. PROPIEDAD LINEAL Si las funciones f (т, y) y g (z, y) son inte- 
grables en el dominio D, y si a y В son cualesquiera númoros reales, 
entonces la-f (т, y) -+- В.я (z, у)1 será tambión integrable en el domi- 
nio D, con la particularidad de que 


{рало +B-2(z, y) de dy = 


[д 


=af { ПТА ахау +6} \ я (ж, y) dz dy. 
D 5 


3°. Si las funciones ў (х, y) y g (т, y) son integrables en el domi- 
nio 0, el producto de estas funciones será también integrable en D. 

4%. 517 (2, y) y g (x, y) son ambas integrables en el dominio D, 
y si en todo punto de este dominio f (т, у) < g (z, y), entonces 


{лоо акау< | | ete y) dedy. 
2 2 


5”. Si f (т, y) es integrable en el dominio D, la función |7 (т, y) | 
será también integrable en el dominio D, con la particularidad 
de que 


урал асау. 


ўл, y) dz dy 
155 } 


(Por supuesto, de la integrabilidad de | f (т, y) | еп D no se deduce 
integrabilidad en D de f (=, y.) 

6°. TEOREMA рет. varon меро. Si las funciones f (2, y) y g (2, y) 
son ambas integrables en el dominio D, y si la función g (х, y) es 
no negativa (no positiva) en cada punto Je este dominio, mientras 
que Л/ y т representan las cotas exactas superior e inferior, respecti- 
vamente, de la función f (z, y) en el dominio D, se encontrará un 


se 
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número p que satisface la desigualdad m<p<M, y que es de tal 
índole que queda válida la fórmula siguiente 


[Ens nda suf {шт 
3 


a) de dy. (2.40) 


En particular, si la función ў (z. y) es continua en D, siendo D 
conexo, existe 1) en este dominio un punto (E, n) tal que y = f (E, n) 
y la fórmula (2.11) adquiere la forma 


$ { eng y) dz dy =] @. n) { $ g(x, y) dady. 
d р 
PROPIEDAD OEOMETRICA DE IMPORTANCIA $ t-drdy es igual 


arriba, esta propie- 


al área del dominio D. (Según lo observado m: 
ción de integrabili- 


dad so deduce inmediatamente de la defi 
dad enunciada en el p. 3 $ 1.) 


$ 3. Reducción de la integral doble a la integral reiterada 


La reducción de la integral doble a una integral simple reiterada 
que se oxpone en este párrafo representa uno de los métodos más efec- 
tivos para el cálenlo do la integral doble, 

1. Caso de un rectángulo. 


Teorema 2.6. Supongamos que para una función f (=, y) existe en 
el rectángulo R=la<2a<blxle<y<dl una integral doble 


үүле даа. 
ү 


Admitamos también que para todo x del segmento а < т< b existe 
la integral simple 


4 
10) = { f(x, y) dy. (2.12) 


Existe, entonces, una integral reiterada 
А E 
| ræ de= | dz | юй 


y se verifica la igualdad 
4 


(л. лаа ў da | йа (243) 
а Eg 


1) En virtud del teorema 5.5 del y. П. 
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рємозтңАслох. Dividamos el rectángulo А, al igual que en el $1, 


mediante unos puntos а = го < 2, < Ze <... < In =b y c= 
= < Yi LY <-.- yp =d en n-p rectángulos parciales 
Ru = [Ma LE LX аиий 


(k=1,2,... n; 1=1.2, р). 


Pongamos Az, = тк — ху, Ау = Vi — у-у, У. designemos соп 
Мк y ту las cotas exactas de Ja función / (т, y) еп ol rectángulo 
parcial Аңа. Entonces, en cada punto del citado rectángulo tendremos 


тыж /( y) < Мм. (2.14) 

Al poner en esta desigualdad z = Ex, donde E, es un punto 
arbitrario del sogmento [гк zn),e integremos, a continuación, (2.14) 
respecto de y dentro de los límites desde y;_, hasta уз. Obtendremos 


“ 
mans | (dy S Ma Aye (2.15) 
Via 


Sumando (2.15) por todos los 2 de 1 а p, y haciendo uso de la 
designación (2.12), tendremos 


$ таит ES Мы-Аи. (2.46) 
д > 


Mnltipliquemos ahora (2.16) por Az, y sumemos por todos los /: de 1 
a n. Obtendremos 


Ў, Ý manans Ў газа Ў Mu Az Ay (2.17) 
214 Ral 2 Д 


Hagamos tender hacia сего el diámetro mayor A de Jos rectán- 
gulos parciales. Entonces tenderá a coro también la máxima de las 
longitudes Ату. Los términos extremos en (2.17) que representan las 
sumas inferior y superior tienden en este caso a la integral doble 


iré naa. 
E 
Por consiguiente, existe también un límite para el término medio 
de (2.17), que es igual a la misma integral doble. Mas, este límite 
equivale, según la definición de integral simple, a 


» Ы ш 
И 1(жах= $ de { Hey) dy. 


Con ello quedan demostradas la existoncia de la integral reiterada 
y la igualdad (2.43). El teorema está demostrado. 
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onsuxvaciox. Ел el teorema 2.6 se pueden cambiar de papeles z 
o y, es decir, se puede suponer la existencia de la integral doble y la 
existencia de una integral reiterada para cualquier y del segmen- 
to су d. 


А 
K= {у.да 


En este caso el teorema confirmará la existencia de la integra] reite- 
rada 


{коза [ar ksa ma 


y de Ja igualdad 


[fre maza | уе. лаг. 


18) 


2. Caso de un dominio arbitrario. 
Teorema 2.7. Supongamos cumplidas las siguientes condiciones: 
1) el dominio D es acotado, cerrado y de tal índole que cualquier recta 


i 
= E oj ay ду) = 
Fig. 2.4. Fig. 2.5. 
paralela al eje Oy corta la frontera de este dominio a lo sumo en dos pun- 


tos cuyas coordenadas son y, (х) е ya(z), donde y, (х) < Ya (2) 
(fig. 2.4); 2) la función f (z, y) admite la existencia de una integral 
doble 


$ лш az dy 
E 


y la existencia, para т cualquiera, de una integral simple 


эю 
\ 1б, y dy. 


na 


$ 3. Reducción de la integral doble a la reiterada т 


En estas condiciones existe una integral reiterada 
Yaz | Mendy 


(т, y г representan las abscisas mínima y máxima de los puntos del 
dominio D) y se verifica la igualdad 


[ледар ў а" dy. (2:19) 


D 5 ибо 


DEMOSTRACIÓN. Designemos соп R un rectángulo con lados рага- 
lelos a los ejes coordenados que contienen el dominio D, y con 
Р (г, y), una función que coincida con f (z,y) en los puntos del domi- 
nio D y que sea igual a cero en los puntos restantes de R. Para la 
función F (2, y) so cumplen en el rectángulo R todas las condiciones 
del teorema 2.7, y, por consiguiente, es válida Ја fórmula (2.13) la 
cual (habida cuenta de que Р (z, y) es igual a cero fuera de D y coinci- 
de con f (z, y) en D) se transforma en la fórmula (2.19). El teorema 
queda demostrado. 

OBSERVACION 1, En el teorema 2.7 se pueden cambiar de papeles х 
e y, es decir, podemos suponer que se cumplen las siguientes dos 
condiciones: 1) el dominio D es tal que cualquier recta paralela al 


Fig. 2.6. Fig. 2.7. 


eje Oz corta la frontera de este dominio a lo sumo en dos puntos 
cuyas abscisas son z, (y) y х, (y), donde z, (у) < z, (y) (fig. 2.5): 
2) la función f (т, y) admite la existencia de una integral doble 
extendida al dominio D y la existencia, para y cualquiera, de una 
integral simple 

хэ) 

| ле, даг. 


ЕХ 
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Si se cumplen estas condiciones, existe la integral reiterada 


w mo 
| dy | faz 


(Ya € ya son las ordenadas mínima y máxima de los puntos del cam- 
po D) y se verifica la igualdad 
E an 
$ | л, y) dzdy= ¡ dy Í f(z, y)dz. (2.19) 
3 й «ww 
EsempLo. Sea D un círculo z? + у®<с R" (fig. 2.6), y sea (2, y) = 
= 2 (R? — y?) Cualquier recta paralela al eje Oz corta la frontera 
de D a lo sumo en dos puntos cuyas abscisas son z, = — V А? y? 


у æ, = VRT у: (véase fig. 2.6). Por eso, aplicando la fórmu- 
la (2.19'), obtendremos 
R утау 
{үрле даар | ау {ауа = 
д A уйти 
в иу 7 
-{ | $ #2 |4 = 
А 


улау 

R 

=$ | e—a dy = н. 
-R 
OBSERVACION 2. Cuando el dominio D no satisface los requisitos 

del teorema 2.7 о de la Observación 1 al teorema citado, se logra 
frecuentemonte dividir este dominio en la suma de un número finito 
de dominios de este tipo que no tienen puntos interiores comunes. 
Entonces, la integral extendida al campo D es igual, en virtud dela 
propiedad de aditívidad (véase la propiedad 1 del $ 2) a la suma de 
integrales extendidas а los dominios correspondientes. Así por ejom- 
plo, el dominio D, expuesto en la fig. 2.7, se logra partirlo en una 
suma de tres dominios D,, Da y Dy, a cada uno de los cuales puede 
aplicarse o bien el teorema 2.7, o bien la Observación 1. 


$ 4. Integrales triples e integrales n-múltiples 


La teoría expuesta de la integral doble se extiende sin complica- 
ciones algunas o ideas nuevas al caso de la integral triple y, en gene- 
ral, de la integral n-múltiple. Detengámonos en las nociones prin- 
cipales de la teoría de integral n-múltiple. 

Convengamos en considerar ante todo, que el volumen de un 
paralelepípedo rectangular n-dimensional es igual, por definición, 
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al producto de las longitudes de todas las aristas suyas que tienen 
por origen un mismo vértice. 


Llamemos, además, cuerpo elemental a un conjunto de puntos de 
un espacio n-dimensional que representa la suma de un número 
finito de paralelepípedos rectangulares n-dimensionales que по 
tienen puntos interiores comunes, pero sí tienen aristas paralelas 
а los ejes coordenados. 

El volumen de cualquier cuerpo elemental es conocido, siendo 
igual a la suma de volúmenes de los paralelepípedos que lo cons- 
tituyen. 

Ahora, sea D un dominio acotado arbitrario en el espacio euclídeo 
n-dimensional. Denominemos volumen inferior del dominio D a la 
cota superior exacta Y de los volúmenes de todos los cuerpos elemen- 
tales contenidos en D, y volumen superior del dominio D, la cota 
inferior exacta V de los volúmenes de todos los cuerpos olomentales 
que contienen un dominio 7. 

Es fácil convencerse de que V< F? 

Un dominio D se Пата cubicable, si Y = Ӯ. En esto caso el 
número V = И = Y lleva el nombre de volumen n-dimensional 
del dominio D. 

Por analogía completa con el caso de un dominio plano se demues- 
tra la siguiente afirmación. 

Para que un dominio n-dimensional D sea cubicable, es necesario 
y suficiente que con cualquier número positivo e existan dos cuerpos 
elementales, uno de los cuales contenga D, y el otro, esté contenido en D, 
y que la diferencia entre los volúmenes de dichos cuerpos elementales en 
módulo sea menor que el número €. 

So llama superficie (o variedad) del volumen cero n-dimensional 
a un conjunto cerrado, todos los puntos del cual pertenecen a un 
cuerpo elemental de volumen n-dimensional tan pequeño como se 
quiera. 

Es evidente que un dominio -dimensional D es cubicable, cuando 
y sólo cuando, la frontora de este campo representa una variedad 
del volumen cero n-dimensional. 

Al principio la integral n-múltiple de una función de n variables 
1 (у. Zn - > => En) se define en el paralelepípedo rectangular n-dimen- 
sjional А cuyas aristas son paralclas a los ejes coordenados. 

Con este fin realizamos la partición de cada una de п aristas del 
paralelepípedo Xè en un número finito de segmentos parciales y de 
este modo obtenemos la partición 7 del paralelepípedo R en un 
número finito de paralelepípedos parciales n-dimensionales ?). 


1) La_desigualdad У Г вө demuestra sumamente gual que la dosigual- 
dad PSP en el p. 1,52, cap. 2, у. П. 

3) Podemos decir que la partición 7 se realiza con ayuda de un número finito 
de hiperplanos {т — 1)-dimenstonales paralelos a los ejes coordenados 
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Por analogía completa con el caso de п — 2, se definen, ра 
partición Т, las sumas integrales superior e inferior de toda fun 
acotada f (£, 3, ..., Ln). 

La integral шай а de la función f (t1, Za, . . -, Zn), extendida 
al paralelepípedo R, se define como límite de las sumas integrales, 
cuando tiende a cero la longitud de la mayor de las diagonales de 
los paralelepípedos parciales n-dimensionales. 

Igual que en el caso de n = 2, la teoría de Darboux establece 
en la siguiente forma la condición necesaria y suficiente de integra- 
bididad: para que una función f sea integrable en el paralelepipedo R, 
es necesario y suficiente que con cualquier в > 0 exista una partición Т 
del paralelepípedo R, para la cual la diferencia entre las sumas superior 
e inferior sea inferior a e. 

Аһога se hace fácil definir la integral n-múltiple de una función 
j extendida а un dominio n-dimensional D, acotado, cerrado y ar- 
Pietate elegido, cuya frontera tiene volumen cero n-dimen- 
sional. 

Esta integral se define como integral extendida al paralelepí- 
pedo rectangular n-dimensional R (con los lados paralelos a los ejes 
coordenados), que contiene el dominio D, de una función Ё la cual 
coincide con / dentro del dominio D y es igual а cero fuera de D. 

Para designar la integral n-múltiple de una función f (д1, La, >.. 

+, Zn) extendida al dominio D, resulta natural emplear el símbolo 


55 >ш | AEn Zas - ‚х„)ах,ах,...4х„. (2.20) 
No obstante, соп el fin de reducir la notación donotaremos la 


integral (2.20), siempre que ello no causa incomprensiones algunas, 
con un simbolo breve 


{ 1 (2) dz (2.20) 
3 


Si se emplea la notación (2.20), por símbolo z conviene entender 
el punto z = (д, Zs, . . ., Zn) de un espacio Ё"; por el símbolo dz, 


el producto de = хуг, . . . de, *), y por el símbolo $ la integral 


n-múltiplo extendida al dominio D. 

Sumamente igual al caso de л = 2 se demuestra la integrabilidad 
en el dominio n-dimensional D de cualquier función f que posee en 
el dominio D la /-propiedad (es decir, de una función acotada en el 
dominio D cuyos puntos de discontinuidad pertenecen a un cuerpo 
elemental de volumen n-dimensional tan pequeño como se quiera). 


З) Esto producto se llama, de ordinario, elemento del volumen en ol espa- 
jo E”. 
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En general, la variación de la función integrable f sobre el conjunto 
de puntos de un volumen cero n-dimensional no cambia el valor de 
la integral de dicha función. 

Para el cálculo de una integral n-múltiple puede emplearse la 
partición del dominio D, mediante un número finito de variedades 
arbitrarias del volumen cero en un número finito de dominios parciales 
con forma arbitraria. Por analogía completa con el teorema 2.5 
sc demuestra que esta definición general de la integral n-múltiple es 
equivalente a la definición enunciada anteriormente. 

Sumamente igual que en los teoremas 2.6 y 2.7, se deduce Ja 
Jórmula de integración reiterada para la integral (2.20). 

Supongamos que un dominio n-dimensional D, posee la propiedad 
de que cualquier recta paralela al eje Ox, corta la frontera del dominio 
a lo sumo en dos puntos cuyas proyecciones sobre el eje Ox, son 


а (Zas Za 17m) у D (En Zas ++ а) 


donde а (Zy, Zas +, 20) < b (Les Zy -> -s га). 
Supongamos, además, que la función f (т, zs, . - .. zn) admite la 
existencia de una integral n-múltiple 


И © фу ле...) dedos... de, 


y la existencia, para cualesquiera £s, хз, ..., Zn, de una integral 
simple 
А) 
$ AE +=. Zn) dy. 


Entonces, eziste una integral (n-4)-múltiple 
Maa ж.ж) 


O RO 


extendida al dominio (п — 1)-dimensional 0, 1. дие es proyección 
de D, sobre el hiperplano coordenado Oz, . . . Zn, y queda válida la 
fórmula de integración гейег‹ 


{і e {ла ола) dz, dx... бта = 


Ыла, азд) 


Í (Eri Tes oo cs 2a) бл. 


(2.21) 
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Por supuesto, en la afirmación enunciada el papel de z, puede 
desempeñar cualquiera de las variables za, £s, ..., Zn- 

Convengamos en llamar simple un dominio D, si cada recta 
paralela a cualquier eje coordenado o bien corta la frontera de D 
a lo sumo en dos puntos o bien tiene en la frontera citada un seg- 
mento entero. 

La fórmula de integración reiterada puedo aplicarse en el caso 
de un dominio simple respecto de cualquiera de las variables лу, 
A 
Como ejemplo de un dominio simple puede servir un paralele- 
pípedo rectangular n-dimensional (cuyas aristas no son forzosamente 
paralelas a los ejes coordenados). 

Notemos, como conclusión, qne para una integral n-múltiplo 
quedan válidas propiedades 1%—7" enunciadas en el $ 2 para el caso 
de la integral doble 


En particular, 5 ў ал02, . «den es igual al volumen 


D 
n-dimensional V (D) del dominio D. 

Además, lo mismo que en el caso de л = 2, rosulta válida la 
siguiente afirmación. 

Supongamos que una función f (х1, х1... -, т.) es integrable en un 
dominio acotado cubicable D. Supongamos, además, que el espacio E" 
está cubierto con una red de cubos n-dimensionales de arista h; Сү, 

21 + + +» En», son loscubos de la citada red que están contenidos integra- 
mente en D; (200, ESO, ..., EM) es un punto arbitrario del cubo С 
ma es la cola inferior ezacta de la función ў en el cubo Ск (k = 
2, ..., п (№). Entonces, las sumas 


мю м 


Ж аму д» БУ д" 
IRA EMA y Ж те 


cuentan, para h —> 0, con un límite igual a ў; а { IC 
А 
v En) dy diz... dën. 


$ 5. Cambio de variables en una integral n-múltiple 


El objetivo de este párrafo consiste en argumentar la fórmula de 
cambio do variables en la integral 2-múltiple. 

La fórmula a deducir será uno de los medios más importantes pata 
el cálculo de la integral n-múltiple. 


Supongamos que una función ў (Yi, Ya, - - -, Ya) admite la exis- 
tencia de la integral n-múltiple 


Pra Gh $ 1 vo диди... da (222) 
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extendida a cierto dominio acotado cerrado y cubicable D en el 
espacio de las variables y1, уз, - - « Vn- Supongamos, además. que de 


Jas variables yı, уа, - -. Yn pasamos a las variables nuevas дү, 
Lp <. e» Tuy es decir, realizamos una transformación 
Ap gs Zes da 


Ча (и Zas .-- 54), (2.23) 


dl: 


Esta breve transformación (2.25) se denotará con ol símbolo 


y =Ņ (2), 
entendiendo рог x е ГА los puntos del espacio n-dimensional х = 
— (ху, Lys + > а), Y = (Yis Yas > + +» Un)» y por símbolo y, totalida- 
des Чел S noiae. Po- 
Denotomos con D’ un dominio del espacio de variables тү, Za,» - «> 
+=, Gp, que, al roalizarse la transformación (2,23), раза a D, es 
decir, pongamos que D үз 
Domostremos que si Jas funciones (2.23) tienen en el dominio 0” 
derivadas parciales continuas de primer orden у si ol jacobiano 


ЕТИНИН es 
Zar Өл, җы... Eal 24) 


está distinto de cero еп 07. para la integral (2.22) se verifica la 
siguiente fórmula de cambio de variables 


| radue ле ge |4. (2.25) 
А ò 


La notación detallada de la fórmula (2.25) tiene por expresión 


И у $ F Yas Yas +o es Un) ds dyz a dyn = 


=G G ege [AO ieta эла 


ЕГН) 


[аза шы ышы 


„ләй 2.25) 


Demostremos de este modo el siguiente teorema fundamental. 
Teorema 2.8. Si la transformación (2.23) convierte el dominio D' 
en D, siendo biunívoca, y si las funciones (2.23) tienen en el dominio D' 


5 Suponemos que la transformación (2.23) афише lo mvorso y que D’ = 
=p (0), 
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derivadas parciales continuas de primer orden у el jacobiano (2.24) Y), 
distinto de cero, entonces, bajo la condición de existencia de la integral 
(2.22) se verifica la fórmula de cambio de variables (2.25). 

La demostración del teorema 2.8 no es de ninguna manera ele- 
mental. La idea principal de la demostración aducida consiste en que 
al principio se da la argumentación de la fórmula (2.25) para el caso 
en que la transformación (2.23) es lineal, y sólo después se reduce 
a este caso la transformación general (2.23). 

Para la comodidad, dividamos la demostración del teorema 2.8 
en unas etapas diferentes. 

DEMOSTRACIÓN DEL TROREMA 2.8 

1°. Lema 1. Si la transformación z = y (z) es una superposición 
(о, como suele decirse, producto) de dos transformaciones, у = Y, (2) 


w 2) шн 
у к » (u), el Ина Жу, mado en cualquier punto z = 
= (čis da с Zn), será igual al producto de jacobianos 5-0 


o o o © o оо 
e , tomados en los puntosx= (Zy, tz, +. + Zn) € Y = (Yo Yas 
4 ° ° 
«a Un)» donde y = чу (2), es decir, 


20) _ 2 2 82 
ша) 20) Жш)” 5%) 


En la inscripción más detallada la fórmula (2.26) tiene por 
expresión 


DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 1, Un elemento que se dispone en la inter- 
sección de la k-ésima fila y k-ésima columna del jacobiano Y E os 


igual a 2 , con la particularidad de que la citada derivada parcial se 


toma en el punto z. Según la regla de diferenciación de una función 
compuesta (véase $ 7, cap. 5, v. П) dicho elemento es 


ди _ YN ди ди a 
TaT У ae a 227) 


1) Notemos quo si se cumplen las condiciones del teorema 2.8, las есмасїо- 
nos (2.23) pueden sor resueltas respecto de z,, ду... ., Zo, con la particulari- 
dad de que la transformación inversa z == 4-1 (y), obtenida сп el proceso de 
resolución, tendrá, en el dominio D, debido al teorema 5.2, у. 11, derivadas 


parciales continuas de primer orden у, además, el jacobiano 2 (0) distinto de 
Ба 


сего. 
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con la particularidad de gue todas las derivadas parciales en el segun- 
do miembro de (2.27) se toman en el punto 2, y todas las derivadas 


parciales 28, en el punto correspondiente y = y, (2). 


De las igualdades (2.27) que son válidas para cualesquiera i = 1, 
„+з ny Ё = 1,2,.. - п, y del teorema sobre ol determinante де 

un producto de dos matrices (véase la Publicación «Algebra lineal») 
se deduce directamente la fórmula (2.26). 

El loma 1 está demostrado. 

2". Antes de formular el lema siguiente, recordemos la definición 
de transformación lineal de las coordenadas. 

Se denomina transformación lineal a una transformación de la forma 


H= auty +235... 3 ага, 


ат (2.28) 


Yn = ants + anyta + F annn, 


en la que ain (i = 1, 2,...„ ni k = 1, 2, . . ., n) son unos números 
constantes. 

La transformación lineal (2.28) se denotará brevemento por el sím- 
bolo у = Tz, entendiendo por z е y los puntos т = (х1, Le, + Ln) 
e y = (у, Ya y Yn) del espacio Е", y рог T, la matri 
= |j an I| (È = 1, 2; n; k =1,2,...,л). 

La matriz 7 se llama, de ordinario, matriz de la transformación 
lineal. 

Si el determinante de una matriz de transformación lineal det 7 
es distinto de cero, la transformación lineal y = Tz se llama regular 
Para tal transformación podemos resolver las ecuaciones (2.28), en 
virtud del teorema de Cramer 1), respecto de ту, 3a, . . ., Zn, у ройе- 
mos afirmar la existencia de una transformación inversa z = 7-ly, 
la cual es también lineal y regular. 

Observemos en adición que para la transformación lincal (2.28) 


eljacobiano 210 coincide con el determinante de la matriz Y de 
Жү) 


Ja citada transformación, es decir, 


ЕТП 
Ера 


=det T. 


El objetivo principal del punto presente y de los dos puntos 
siguientes consiste en demostrar que para una transformación regular 
lineal arbitraria (2.28) es válida la fórmula de cambio de varia- 
bles (2.25). En virtud de la relación (2.29), basta demostrar que para 


2) Véase el teorema de Cramer en la Publicación «Algebra lincal». 
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cualquier transformación regular lineal y = Tx se verifica la fórmula 


{зш { 10 1er гах (2.30) 
8 ro 


(a condición de que existe la integral en el primer miembro de esta 
fórmula). 

En este punto se demostrará que la fórmula (2.30) os válida para 
dos tipos espécialos de las transformaciones lineales: 1) transforma- 
ción lineal T}, la cual consiste en que la ¿ésima coordenada se mul- 
tiplica por un número real 2 720, mientras que todas las domás 
coordenadas no cambian 1), y 2) transformación lineal Ту, la cual 
consiste en que a la -ésima coordenada se le agrega la j-ésima coorde- 
vada, mientras que las coordenadas restantes, salvo la ¿-ésima, по 
cambian *). 

Lema 2. Siuna función f (y) es integrable en el dominio D, para cada 
una ile las transformaciones T% y Тау es válida la fórmula de cambio 
de variables (2.30). 

DEMOSTRACION DEL LEMA 2 Designenos соп R un paralelepipedo 
rectangular n-dimensional que contenga el dominio D, y con F, 
una función que es igual a f en D, y a cero, en Т — D. Es suficiente 
probar que para cada una de las transformaciones 7 y Тү) queda 
la una fórmula 


{ ғо) ау { Р(Тз)-1 dot T | dz, (2.31) 
à rin 
en la cual mediante 7 está designada una de las transformaciones, 
T36 Ti 
* Un cálculo elemental muestra que 


det T} = А, det Ty = 1. (2.32) 


Además, es obvio que зі R es un paralelepípedo rectangular 
ак ун br (k = 1, 2, ..., n), entonces [7312 А representa el 
paralelepípedo rectangular 


{ аһ <7)<b, para ki. 
Se 87% 
670, 


(2.33) 


1) En la forma simbólica esta transformación puede escribirse así: 
ln г». md o ao Ёл, fitas + 

$) En la forma simbólica esta transformación puede eso 
A Zn) (а 


аа аар а. 
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mientras que (7, 1-Я representa un dominio que es а ciencia cierta 
cubicable 


z <7 ra k x 
[е слух pa =! (2.34) 


ay aj а, ыа. 
Rigiéndonos por la fórmula de integración veiterada (2.21), tenemos 


y tiza disi 


| Fondy { E { { а дугог 
ж "i vaa n 
» 
Oia Alias «> dyn { Р.п) б. (2.35) 


Aplicando а la integral simple respecto de la variablo y, la fóem 
la de cambio de la variable y, Аз, para el caso de la transformación 
Th, ey, = zı + ту, en el caso de la transformación T,; (véase $ 7, 
сар. i. v. П), obtendremos: 

a) para el caso de la transformación 7% 


| Рид. o Un) dyi — 


[| (А 
| { Еу Ya дога Hise суа) А cardo A 
ы аса 
| Y PM Yu б Mim 1 Y (20 dp, cuando A< O; 
la 
(2.36) 
b) para el caso de la transformación 7,, 
Е 
{ л о) ds 
й 
i 
а= { Flo „иеа жау Visa аЛ. (2.37) 
арэ) 


Introduciendo (2.36) е 
integración reiterada (2.21) 
para le, la forma (2 


ndo una voz más la fórmula de 
do presente la igualdad у, = гу 


) del dominio [7171 у la primera igualdad 


). apli 


Я 
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de (2.32), obtendremos la fórmula (2.31) para el caso de la trans- 
Sormación Т? - 

Análogamente, introduciendo (2.37) en (2.35). aplicando la fór- 
mula de integración reiterada y leniendo presente la igualdad y, = 
== гу para $ = 1, Ја forma (2.34) del dominio [7,1% y la segunda 
igualdad de (2.32), obtendremos Ja fórmula (2.31) para el caso de la 
transformación Тү. El lema 2 queda demostrado. 

3°, Lema 3. Toda transformación regular lineal T puede ser repre- 
sentada en forma de una superposición de un número finito de trans- 
formaciones lineales del tipo Ti y Tij 

DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 3 Comprobemos, ante todo, gue una 
transformación lineal 7”, la cual consiste еп permutación de cuales 
quiera dos coordenadas, puedo ser representada en forma de una 
superposición de seis transformaciones del tipo 77 y 7,;. En efecto, 
supongamos que 7” consiste on cambio de Ingar de Jas coordenadas 
i-ósima y j-ésima (las demás coordenadas no varían en este caso). 
Entonc —. ез fácil compobar que 1) 


Т ТТТ ТТЦ, (2.38) 


Indiquemos ahora que una travsformación regular linea), suma- 
mente arbitraria, 7' puede ser reducida, mediante un número finito 
de permutaciones de dos filas y dos columnas, a la transformación 
lineal (2.28) con matriz || аа ||, en Ја que son distintos de cero todos 
los así lamados menores principales, ex decir, todos los determinantes 


биза» 


(А „ө. (2.30) 


Any ++ aan | 


Resta por demostrar que la última transformación lineal es 
representable en forma de una superposición de un número finito de 
transformaciones del tipo T} y Тү, 

Domostrémoslo por inducciós 

Por cuanto A, = а, 0. obtendremos mediante la transfor- 
mación TM: (ку, Lg ++ En) (anfi Ta -s Zn). 

Supongamos ahora que mediante una superposición de un número 
finito de transformaciones del tipo T} y Т,; hemos Jogrado de redu- 
cir la sucesión inicial de coordenadas (41, ту, «+ «+ £n) а la forma 


(apt +... атау + ада +}... | аль 
Zaan sos 2a) (2.40) 


1) En efecto, al conservar en h 
y, eim. obtendremos, realizando wma cs 
ер, ей" өт зу NT A у= ‹ 
а 0 эу, ж-ш, өй). 
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Para finalizar la inducción, basta demostrar que por medio de la 


superposición de un número finito de transformaciones del tipo 7% 
y 71) podemos redurir la sucesión de coordenadas (2.40) a la forma 


(аһа H.. F Жала, o a ET TO 

F адата ваа» Trtar > + 01 En). (2.41) 
Al principio realicemos sucesivamente para cada número i, 

para el cual es distinto de cero el elemento адуу, Un par de trans- 


formaciones Tir+9T; 449 (no realizamos transformaciones corres- 
О 


pondientes para aquellos f, para los cuales а + уу) == 0. La superposi- 
ción de todos los pares mencionados conduce la sucesión (2.40) a la 
forma 


алж + + 


(ati -k E tas e a) ao 
амне Tapas ора). (2.42) 


Luego digamos que por cuanto el menor (2.39) es distinto de сего, 


será distinto de cero también el determinante 
|as -u аы анкер 
Я е: э 
Ary a Ank niken {л 
Eds" Фу 
que es igual al menor. Pero, en este caso se encontrarán 1а1ез núme- 


ros reales dq, . . + An, Any, que la combinación lincal de f 
determinante (2 43) con estos wúmeros será 1) 


аз del 


Mu + DO RNA (2.44) 


Esto quiere decir que si realizamos sucesivamente, para cada 
número ј = 1, 2, . . ., k-+1, para el cual 2, 320, un par de transfor- 


maciones зуу Т? (el par correspondiente de transformaciones, 
para aquellos 7, para los cuales 2,=0, no realizamos), la superposición 
de todos los pares do transformaciones realizadas horá pasar la 
sucesión (2.42) en la (2.44). Con ello queda finalizada la inducción 
y el Jema está demostrado. 

4°. Lema 4. Para una transformación regular lineal arbitra- 
ria (2.28) se verifica la fórmula de cambio de variables (2.30), siempre 
que existe la integral que figura en el primer miembro de (2.30). 

Para demostrar el lema 4, basta notar que la fórmula (2.30) es 
válida para cada nna de los transformaciones del tipo 7% y 74, (le- 
ma 2) y que la transformación regular Jineal arbitraria (2.28) puedo 
ser representada en forma de una superposición de un número finito 


1) Para demostrarlo, ba: 
fila, (2-46) y aplicar el toore 
ШИП 


añadir а la matriz del detrominante (2.43) la 
зорго el menor básico {véase «Algebra lineal», 


e. 
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de transformaciones del tipo T? y Тү, Uema 3), con Ја particularidad 
de que al realizarse la superposición de las teanstorinaciones Lmealos 
tione lugar wultiplicación de los jacobianos correspondientes (lema 1). 

Corolario del lema 4. Si G es un dominio cubicable arbitrario en 
el espacio E" y Т. una transformación regular lineal arbitraria, 
entonces. el volumen n-dimensional V (G) del dominio G y el volumen 
n-dimensional Y (ТС) de la imagen TG de dicho dominio están entre- 
lazados mediante una ecuación 


F (TG) = | det T 1-4 (G) (2.45) 


Para demostrar el corolario. basta poner on la igualdad (2.30) 
f=1. D- TG, y tomar съз consideración que en este caso 71D = 
с 
5. Pasemos ahora а Ja argumentación de la fórmula de cambio 
de variables (2.25) para una transformación sumamente arbitraria 
y = (æ) que satisfaga las condiciones del teorema 2.8 

Conviene subrayar que si se cumplen las condiciones del teore- 
ma 2.8, existen ntegrales que figuran en los miembros primero 
y segundo de (2.25), de modo que nos resta demostrar solamente Ja 
igualdad de dichos integrales 

Convengamos en designar con el sí 


holu J; (2) los elementos 


de la matriz de Jacobi 2% (i= 1,2 т элп) Loma 
э, 


dos өп un punto X= (а, Lg Za) 

La propia matriz de Jacobi || Ji; (2) 1 se denotará con el símbo- 
io Jy (2). 

Resulta cómodo introducir el concepto de norma de un punto 
Ў «s Zu) y el de norma de una matriz А = || ay, || (i= 1, 
Г Жыт туча ТУ синон) 

Se llamará norma de un punto x — (ху, т... Ln) а un mámero 
que se denota con el símbolo [lx 10 que es igual a má |21 


Tendremos en cuenta que con tal definteión de norma de wi punto 
y de una matriz. de la igualdad y -- Ax se deduce que 


АБЗ ЕЗИ! 2 


Además, es fácil comprobar que para la matriz unidad L se 
verifica la igualdad || Æ || = 1. 
En este punto demostraremos el siguiente lema 


$ 5 Cambio de variables en una integral n-múltiple 85 


Lema 5. St se cumplen las condiciones del teorema 2.8, y si С es un 
сибә n-dimensional perteneciente al dominio D', los volúmenes n- 
dimensionales del cubo C y de su imagen y (C) están ligados entre sí 
mediante la desigualdad 


apra) УФ (У (2.47) 


DEMOSTRACION Sea С uu cubo -dimensional con centro en el 
CS о 
punto 2 = (д, Las + у) у de arista 2s. Entonces, el cubo С 


puede definirse рог la desigualdad 
„ 
la — х1 s: (2.48) 
En virtud de la formula de Taylor, para una función de и varia- 


bles эр, (ж) existo (véase p. 3, $ 5, cap. 5, v II) un número Ө; del 
intervalo 0 < 0, < 1 de tal ándolo que 


n “ Й “ 
Ma > È Jp HAs (ау— у). 
= 


De Ја última igualdad y de La relación (2 46) resulta yne 


o i 
IE) GA Emas e ae @4% 


Poniendo y 4 (0), Pie, obtenemos de (240) y (2.45) 


My y lis тах WJ ll 
хс 


Así pues, cuando el punto r cambia su posición dentro de los limites 
de un cubo n-dimensional С de arista 25, la imagen y del punto 1 no 
sale de los márgenes del cubo n-dimensional cuya arista es iguul a 
255 máx Л (© 

хе 

De aquí se infiere inmediatamente la cubicabilidad de la ima- 
gen їр (G) de cualquier conjunto enbicable G 1) (en particular, la 
cubicabilidad de эр (C)) so deduce precisamente de la desigual- 
dad (2.47). El lema 5 está demostrado. 

6°. Гета 6. Supongamos cumplidas las condiciones del teorema 2.8, 
siendo G un subconjunto cubicable arbitrario de D' tonces, para 
un volumen n-dimensional de la imagen y (G) del conjunto G se reri- 


dí cualquior conjunto cubicable G es im conjunto 
1. y, de acuerdo con Jo demostrado anteriormente. 
Junto cuyo volamen n-dimensional es t 


1) En efecto. la front 
del volumen cero »-dimensi: 
tal conjunto se transforma eu un 
bién renal а cero. 
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fica la desigualdad *) 
V= (бус {| | det Je (о | dz. (2.50) 


DEMOSTHACION DEL LEMA в. Demostremos ante todo que para 
cualquier Lransformación regular lineal 7 y para Lodo cubo n-dimen- 
sional С contenido en D’, se verifica la desigualdad 


VAO) 


dT má Ты OEO 259) 


Eu virtud del corolario del lema 4, para cualquier conjunto 
cubicable G y para la transformación lineal 7-' es válida la igualdad 
V (TAG) = | det TA $ -V (6). 

De esto modo, si G = р (C), resulta *): 

V p (C) = | det Т.У (Тр (С). (2.52) 


Estimemos el segundo miembro de (2.52) mediante la desigual- 
dad (2.47), tomando (2.47) no para transformar ap. sino para super- 
pouor Jas transformaciones 7-р. Ohtendremos 


У (9 (С)) 


ве тераа аньс р СС). (5% 


Teniendo presente que la matriz de Jacobi de una transformación 
lineal coincide con la matriz de esta transformación, obtendremos, en 
virtud del lema 1: 


Ту (2) = T-Y (2) 


Mas, esto significa precisamente que la desigualdad (2.53) puede 
НЫС ва ЛА foma! (2.51). 

Con ello queda demostrada la desigualdad (2.51). 

Ahora, para demostrar el lema б. cubramos el espacio Ё" con una 
red de cubos n-dimensionales de arista А, y supongamos que Ci, 
Co, - - , Cn) son aquellos de los cubos que están contenidos ínte- 
gramente en G y que el símbolo G, denota la suma de todos los cubos 
mencionados, 

Al elegir en cada cubo С, un punto arbitrario дү, escribamos 
para él la desigualdad (2.51), suponiendo que T = Jy (21). Obten- 
diremos 


FOECS] det (а) | (ш> WU e бг Л (ж) 10" (С. 


¡El mismo hecho de cubicabilidad de Li imagen y (6) so deduce de la 
afirmación demostrada en el lema antecedente. 

21 Tomamos en consideración que en este caso T-T- = Е, de suerte que 
det там TA = 4 
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Sumando la última desigualdad respecto de todos los números de 1 
а п (1), obtendremos 


VOCE Y det Se (тә 
A 
у (máx [7 (Eyt J (a) -V (С). (2.54) 
хс, 


Por cuanto los elementos de la matriz de Jacobi Jy (x) son fun- 
ciones continuas del punto z en todo el dominio D’ y, con mayor 
razón, en G, y teniendo presente que el producto [Jẹ («)12-J, (2) 
es una matriz nnidad cuya norma es igual a uno, entonces 


lím máx Ile ROTA (o lt. 


h=0 хс, 


Lu afirmación enunerda al final dol $ 4 de oste capítulo 
deja constancia de que el límite de todo el segundo ише do 


(2,54), cuando № + 0, existe y es igual a { аел буа. 
ё 
De la misma afiemación proviene que lím Ga =G, do 
s 
suerte que en el límite para 4— 0 obtendremos de (2 54) la desigual- 
dad (2.50). El lema 6 queda demostrado. 

7°. Lema 7. Supongamos cumplidas todas las condiciones del 
teorema 2.8, y, además, se admite complementariamente que la función 
7 (y) es no negativa en el dominio D. Entonces será válida la fórmula 
de cambio de variables (2.25) 

DEMOSTRACION Cubramos el espacio Æ" con una rod de cubos 
n-dimensionales de arista й, y supongamos que Су. Ca. Crnim 
son aquollos de los cubos que están contenidos íntegramente en el 
domivio D. Admitamos a continuación que G, — эү! (C,). Al escri- 
bir para cada dominio G, la igualdad (2.50). tendremos 


ус, 


\ [det Jy (x) | dx. (2.55) 


Sea, ahora, m; la cota inferior exacta de la función / (y) sobre 
el cubo C; (o bien, que es lo mismo, la cota inferior exacta de la 
función f [y (z)] en б). Multiplicando ambos miembros de (2.55) 
por m,. y sumando respecto de todo { desde 1 hasta п (%), tendremos 


му мө) 
У тиче) Ё m { | Че Лу (уе 
Е 


б) 


t=1 


Д 


En vista de la ati ón euunciada al fu 
capítulo, el primer miembro de (2.56) tie: 


Y del $ 4 en este 
para А 0 que 
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os igual a Ñ f (u) dy. Por cuanto la suma de todos los dominios С, 


está contenida en D'') y la función / cs no negativa, el segundo 
miembro de (2.58) no es superior a la integral 


ў сое, (2) | dr. 


cualquiera que sea h >Ù. 
Así pues, en límite, para -+ 0, abteudremos de (2.56) nna desi- 
gualdad 


{лолаи {горо der dy ce) le (2.57) 
д д 


lin los razonamientos aducidos podemos hacer que Jos dominios 2) 
y D’ cambien de papel, y, en lugar de la función / (у) on el domino D 
examinar una función g (y (1) > | dot Je (т) Теп el dominio D”. 

este caso, haciendo uso del lema 4 y del teorema sobre el deter- 
minante del prodacto de dos matrices, obtendremos una desigualdad 
opuesta 


{лм (det Jy to (dzs | A0 а. 58) 


De Р 


De (2.57) y (2.58) se deduco la fórmula de cambio de variables 
(2,25). El loma 7 está demostrado. 

8”. Resta por finalizar la demostración del teorema 2.8, es decís, 
deshacerse de la exigencia adicional, impuesta en el lema 7, de 
que la función f (y) sea no negativa 

Supongamos que f (y) es una función sumamente arbitraria inte- 

rable en el dominio D, y el número Л/, la cota superior exacta de la 
función | (у) | en el campo D 2). 

En virtud dol lema 7, para cada wna de las funciones no negati- 
vas f (у) = M y j, (y) = M — f (y) es válida la fórmula de cam- 
bio de variables (2.25). 

Mas, en este caso, de Ja propiedad liwal de la intogral proviene 
que la fórmula (2.25) es también válida para la diferencia у, (y) — 
—fa (и) = f (y). El leorema 2.8 está completamente demostrado. 

orservación 1. En las condiciones del teorema 2.8 podemos asu- 
mir que el jucobiano (2.24) se rednce a cero sobre cierto conjunto 


тоо 
1) En virtud de lo que У С, está contemda en D, D'=y" (D), бү= 
=! 
=y C). | ч 
2) Recordemos que de la integrabilidad de } (y) en el dominio D se despren- 
de que f (y) está acotada en D y que las cotas exacias existen 
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de puntos 5 que pertenece a D' y que tiene volumen cero n-dimensio- 
nal. Efectivamente, el conjunto de puntos 5 se dispone en el interior 
de mna figura elemental C do área tan pequeña como se quiera, con 
la particularidad de que. de conformidad con lo demostrado más 
arriba, es válida la fórmula 


Hu) du = f Ft) [dello (ride. (2.59) 

эаў-с, pre 
Al realizar en la fórmula (2.59) el paso límite respecto de la suce- 
sión de figuras elementales (Ch), cuyo volumen n-dimensional 


Y (C,) tiende hacia cero, vemos que la fórmula (2.25) es válida 
también para el caso en consideración. 
onservación 2 Por cuanto la integral 


2% \ Іар др. с den (2.60) 


es igual al volumen n-dimensional V (D) del dominio D, resulta 
natural Hamar la magnitud лубуз. . «dy, elemento de volumen en el 
sistema de coordenadas cartesiano Оууу. Уһ que se considera, 

Con ayuda de la transformación (2.23) pasamos de Jas coorde- 
madas cartesianas уу, Ya» +=» Y. A las coordenadas nuevas ху, Zar < 

, 2, que son, en general. entvilínoas. De acuerdo con la formula 
«le cambio de variables (2.25), en el proceso de tal paso la inte- 
gral (2.60) se transfor 


razón por la cual la magnitud 


21. 
Din ғы a) 


[аа dt,- dën 


se denominará, naturalmente, elemento de volumen en el sistema 
curvilínco de coordenadas духу. Zn 

Por consiguiente, el módulo del jacobiano caracteriza «extensión» 
(o «compresión») de un volumen, al pasar de las coordenadas carte- 
sianas Yi, Ya s Ha а las curvilíneas лү, Za, - - -s Eno 

Calculemos el elemento Пе volumen en las coordenadas esféricas 
y en Jas cilíndricas. 

Y. Para los coordenadas esféricas (en el espacio tridimensional) 


у= cosy sen U, 
u—rsonysenð, (0220, 0 
2=rcos0 


B&n, (q <2m. 
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El jacobiano tiene рог expresión 


cos send  —rsen«y sea Ө б соз cos 0 
Lin yo 2 
E =f sen q se = cos Ө |= r2sen fi 
рте sen sen reos q sen) т sen q cos 0 UN 
cosh n —rsent 


Por consiguionte, el elemento de volui 
2%. Para las coordenadas cilíndri 
sional) 


es igual a r? sen O dy абр. 
аз (еп el espacio tridimen- 


Tres. 
rs. (10, 04 < лд). 


El jacobiano tiene por expresión 


соз г a 

Lies 
sen  reosy 0 
0 o al 


Por consiguiente, el elemento de volumen es igual a rdr Y dy dz 
En particular, рага las coordenadas polares en un plano el ole- 
mento de área es igual a r dr а. 
3". En un espacio n-dimensional las coordenadas polares se 
definen рос las igualdades 1) 


tı = r sen 0, sen 0, ... вен Ө, 
nat 
Lm="0080m || senó, para m 

‚ 


„пі, 


ж = 1008010 


еп las cuales el radio esférico r y los ángulos esféricos Uy. Øp, «<< Ona 
varían dentro de los límites r> 0, 0 0, < 2n, OL Ón< a para 
m=2,3,.. n ni. 
Podemos convencernos de que en este caso el jacobiano tiene 
por expresión 
mi 


EXACTA а TT sont! 
a A 


1) Las fórmulas inversas que expresan enordenadas esfé-icas n-dimensiona- 
Jes en términos de las cartesianas tienen por expresión 


r= VRF.. FH, sOn =, eosa 
donde rm = VAF 


CFA m 
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Así pues, el elemento de volumen en las coordenadas esféricas 


"=i 
n-dimeusionales es igual а 7 dr [| sen'-10, d0, 


PEN 

psraecos 1. Calcúlose el volumen de un cuerpo limitado por una 
superficie 

(р г) ae, (2.61) 

donde a > 0. 

El cuerpo es simétrico respecto de los planos coordenados Oyz 
y Oxz y está dispuesto por encima del plano Озу. Por consiguiente, 
es suficiente calcular el volumen de la cuarta parte del cuerpo dis- 
puesta en el primer oclante. 

AL pasar a las coordenadas esféricas, reduzcamos la ecuación 


(2.61) a una forma 
а Усок 


Por cuanto el primer octante se caracteriza mediante las desigual- 
dades 


r 


0< 
entonces, tomando еп consideración la expresión para un elemento de 


volumen en las coordenadas esféricas, Jlegamos a que el volumen 
buscado V igual a 


ron 0 dr. 


De cste modo 


зоп Ө сок do. 22, 


У 


(2.02) 


donde А20, k3>0, a >0, 622 0. 
Con el fin de calcular esta área resulta cómodo pasar а las así 
Mauwadas coordenadas polares generalizadas 


[us eres 

<m, 
peig ОЕ 
¿a ecuación (2.62) toma la forma 


b эы 
r= cos y +, seny (2.03) 
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con la particularidad de que, por cuanto el primer miembro de (2,63) 
es no negativo, conviene tomar sólo aquellos valores de (y, para los 
cuales el segundo miembro de (2.63) es no negativo. 

Al multiplicar y dividir el segundo miembro de (2.8%) por 
A жшн 


ГЫ 12 É 
ү Чу | чї, У al determinar qo de las correlaciones 


song — Шы 
V зға 


reducimos (2.63) a la forma 


r= p Fent o) (2.13) 


Por sor no negativo el segundo miembro de (2.63%), hallamos que 
р-Ечо&л, es decir, po y n— фо. Teniendo en cuenta 
que el jacohiano zer es igual a abr, obtenemos para el área lus 
сайа S la siguiente expresión: 


0, 


mi 
$ ай dr= 


+4) 


Observemos en conclusión que para el cálculo de toda una serio 
de áreas resulta ser cómoda la forma un tanto más general de las 
coordenadas polares generalizadas 


w) Ї ИРТА Lo) diẹ 
Кя 


{ х= ar соза, 
y=brsentq. 


Es fácil convencerse de que para estas coorder 


=- qabr соз®— 


q sen 1 
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SOBRE EL CÁLCULO APROXIMADO 
DE LAS INTEGRALES 
»-MÚLTIPLES 


Ocupémonos de la cuestión sobre el cáleulo aproximado de una integral 
n-múltiple 


ШЕ Sun Za тйлй, día (204) 


extendulo a cierto dowinto G, on el espacio £%, y convengamos en considorar 
al principio que dicho dominio representa un cubo n-dimensional. 

Suponiendo que la integral (2.64) existe, anulicomos la cuestión sobre los 
medios óptimos de la integración numérica. 

La cuestión Пепе dos aspectos: 1) construcción de Las fórmulas de mtegra- 
ción numérica que sean óptimos sobre las clases dadas de Junctones; 2) construc- 
«ión de las fórmulas de integración numérica que sean óptimas para габа función 
опса de la cluse dada 

Veamos cada uno de Jos citados aspectos. 

1. Fórmulas de integración numérica óptimas para las elnses do funciones, 
Sra fr, àn cubo unidad n-dnnensional O< у А, k = 1, 2,.., 

Diremos que una función f (л. -~ zp) pertenece en el cubo G, a la clase 

«pectivamente), siempre que bajo la condición da 
rivai que vienen abajo quedan válidas las desigual- 


II «а 1а elase И ОМ), 
qu existen todos Тач 4 
dados 


В: Ў алан, aa 
а 


(a, Y, б. cespwclivamenter 
Ixmemos fórmula de estatura ana expresión de la forma 


į \ -f Pr add о блаа Ry if. tx) 


en la cual 


а= Y сө. ..., ah, 
“ї 


Los puntos (r, .., «¿2% se denominan nudos; dos números Cp, pesos de la 
fórmula de cubatura dada. y la mognitnd Ry t, Ty), error de la fórmula de 
cubatura 

Nuestro objelivo es construir formulas de enhi 
erro; ~ea exacta en onlen con relación a una magnil 
es el mmero de mudos de la Formula de cubatnra 


a cuya estimación del 
ul pequeña 17А, donde N 
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N.S. Bajválov 2) señaló que tanto sobre Jas clauses D% (АЈ), como tombién 
sobre las clases 24% (31) no puedo construirse la fórmula de cubatura (2.65) 
cuya estimación del error Ry (f, Lx) fuera mejor que С (а, n)-M-N"%, donde 
С (а. н) es una constante dependiente do ж y n- 

Sobre las clases 1/% (41) la estimación mencionada se consigue (en orden con 
rolación a 1/N). sí tomarnos a título de ¿y un producto de las fórmulas de cuadra- 
tura wnidimensionales, exactas para los polinomios algebraicos de grado an 

Suponiendo que el número de nudos Y es igual a № = m”, dande mos ente 
podem 


D Cr +0 Oh иҗ, 
a . 
dondo (тд, Су}. V= 1, 2, se., п son los mudos y posos de la fórmula de 
cuadratura unidimensional que es exacta en los polinomios «Igebraicos 5) 

Para ol error de la fòrmula de cubatura con Ly, defmido por la igualdad 
(2.86) vule una estimación asintótica (es decir, válida para los valores do N 
suficientemente grandes) 


Ауд, 1) = анами. Len 


уар чый) 


еп Ја cual C, (æ, н) es una constante dependiente de % y т 

Sobro las clases M% (Af) también existe una fórmula de cubatura, próxima 
en orden do la magnitud del error a la óptima. A título de tal fórmula Interviene 
fórmula teórico-mimérica de N. М. Kórobow % 


m2 [© e (E) >. (6). 


12 08; 
donde ау... -, а„ son unos números enteros. los an amados cocjictentes óptimos 
ет módulo de N: y ха tr) son ciertos polinomios especiales de grado «+ 1 
Para ul error de la formula de cubatura con Zy. defmido por Ja igualdad (2 08), 
es válida la estimación 


аса ean 
(Ca (ж. ah у В son nnas constantos dependientes solo de æ y n). La estimación 
239 а de la estimación que no se mejora en orden solamente ел el 
ictor In8 N. 


De este modo, en cada wna de las clases D (37) y 11% (M) oxisten Гду mulas 
de cubatura, suficientemente buenas. 

Al emplear prácticamente dichas fórmulas, hace falta tomar vn conside- 
ración, por supuesto, sus méritos y deficiencias que se ponen de manifiesto en 
las situaciones concretas. Por ejemplo, conviene recordar que en el cálculo de las 


з) N. S. Bajvátov. Sobre el cálculo aproximado de las integrales multiples 
Véstaik MGU, serie de matemática, física, astronomía, No 4 (1959), рр 3—48. 

2) Como ejemplo de tales fórmulas pueden servir, Ja así lamada Sórmula 
de Gauss o la de Nowton— Cotes (véase, por ejemplo, “Métodos de cálculo” que 
se deben a 1. S. Berezin y N. Р. Zhidkov). _ 

3) N. M. Kórohov. Métodos teórico-muméricos en el análisis aproximado. 
Fizmatgiz. Moscú, 1083. 
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integrales соп ayuda da la fórmula (2.66) el número de nudos N no es arbitrario, 
sino igual a mv. Cuando n = 10 y la función Y (27, -  .. тп) se porta más o menos 
«igual» en todas las direcciones, el número mínimo razonable de nudos será 
М = 210 = 1024. Si hay deseo aumentar la exactitud, el número de nudos puede 
ser igual a N, = 319 = 59049. pero esto conduce al aumento del trabajo de 
cálculo casi en 60 veces. 

Se debe también tener en cuenta (ue pera un número de uudos V, «pequeños 
y smedio» el error de la fórmula du cubatura obtenida con ayuda de (2.60) puede 
fuertemente diferir del sogundo miembro en (2.67) 1). 

For otra parte. el empleo de la fórmula (2-50) es más ventajoso cuando se 
calculan grandes sorios de integrales, como también en ol cálculo do las inte- 
grales de las funciones que contienen expresiones dependientes de un número 
menor de variables que л. 

Las fórmulas de cubatura obtenidas con ayuda de (2.08) están libres do las 
deficiencias relacionadas соп la vlección del número de nudos Л. Resulta más. 
conveniente recurrir a dichas fórmulas Рага las funciones f que no son suficiente- 
mente suaves y рага el gran valor del número de variables п (a partir de л == 10). 
Sin embargo, se debe tener en cuenta que pa el error de la fórmula de cubature 
obtenida con ayuda de (2.68) no es pasible distinguir un término principal que 
sea semejante al término que figura en ol segundo miembro de (2.67). Esta cir- 
cunstancia dificulta tanto la posibilidad de estimar el error de cálculo, como 
tambien la pronosticación del númoro de nudos N que so requore para asegurar Та 
exactitud dada 

2. Sobre las fórmulas de integración numérica, óptimas para cada función 
concreta, Indiquomos, ante todo, quo la cuestión acerca de tales fórmulas os 
compleja y poco elaborada 

Empecemos por precisar cl planteamiento del problema en consideración. 
Supongamos que una función dada f (74, ле... .. zn) pertenece a cierta clase А„ 
y duo viene dado ти conjunto de métodos de integración numérica {py} de dicha 
unción fe 

Bnscuremos en este conjunto tal método de integración mmérica pł, onyo 
error Ry (f. рд) represento la cota inferior exacta de los orroros Ry (f. py) sobie 
e fomjunto {ру} de todos los medios de Integración numérica de la función 
dada у. 

Dicho de otra modo, huseamos 1ч mojor fórmula de cubatura para la función 
wa тете /. y mo para toda Ja clase Аъ. a Ja cual pertenece la función mene 
mada 3). 

“Pomemos, a titulo de la clase A,. nn соп}, 
diferencinbles en cada punto del cubo básico G, 
cw 5 de dimensión k «с u. dende dichus funci 


d 


энд, тес н —Е —1. 
américa {Py} lo definamos del 


о! 
Para cada fórmula de enbuturo б, oxacta en los polinomios algebi 
le grado т —4, dofinomos пп elemento ру del conjunto {ру} como una fo 


ila 


1) Así, por ejemplo, al emplear para (2.66) la fórmula de cuadratma de 
Newton — Coles, el segundu miembro en (2.67) es próximo al primer membre 
з partir de N = (an (рог cjemplo. cuando а= 1 y n 10. a partir de 
N = 100), y al omplear paro (2 68) la fórmula de Gauss, el segundo miembro en 
(2.67) es próximo al primero a partir de Д (ан 2)% les decir. cuando a =f 
ут == 10. a partir de ае 10% De este modo. al construrr las fórmulas de ciba- 
dura con Ly» definidas mediante la igualdad (2.85). la farmula de Games es más 
prelurible “que la de Newton — Cotos 

*) Una fórmula que es mejor para lo clase de lunciones es, hablando ел 
términos generales, mejor para lu «peors función de esta elase. 


р. 2 Integralos dobles y » 


inple 


de cubatura que se obtiene partiendo el cuba háswo Ga on los paralelopipedos 
до одао. empleando eù cada uas de tales paraleieninatos la formula on 
Баўо la condición de que el numero total de nudos en Lodo el cubo G, sea iguala Л” 

Es untura esporar que los nudos de la formula de cubatira obtenida de 
esta manera sean distribuidos de un modo óptimo, a condición de que el crror 
en cada paralelepipedo wa constant 

En ol гетто de cómputo de la Universidad estatal de Moscu M, Lomonosov 
están elaborados programas estándar para calcular integrales dobles y tr 

me realizan la partición antomática de los dominios de integración. En la baso 
de estos programas ке ha puesto un par de fórmulas do cubatura Om У Omg Pata 
тут» т. 

Como estimación del error para la fórmula а, se ho elegido una magnitud 
речи 

Sue es lu exactitud prefijada de los cálculos, cutunecs, cuando р E s (pura 
todo el cubo básico), a Úlulo del valoz aproximado de la integral se toma aquel 
que se determina mediante la fórmula т, y cuando p => 8, el cubo se divido 
чи 27 actes, y para cada una de estas partos el proceso se repite desdo el prim- 
vipio, 

EI método descrito proporciona buenos resultados para el cálculo de las 
integrales dobles y irika. Ко obstante, nl aumentar е} número de modicio: 
nes н, la aplicación de esto método se enironta con dificultades esenciales relacio. 
hadas em Jo que a) crecer n, pata т y шү Їўоз, Opa Y Up, Se hacen mucho mis 
complejas, mientras que cuando disminuyen m у my. con el aumente de n 
ereer fuertomente el número de particiones. 

Viremos. para couchmir, que | 
по al cubo n-dimensional G,. Sino а п rauo un el espacio Æ", 
se debe realizar al principio, Una tramslormación que convierta dicho camyn y 
un cubo n-dimensional. Además, existen fórmulas de cubatura para ciertos 
donnnios de la forma especial (bola, estura, ote.) 1. 

3. Ejemplo de eáleulo aproximado de una integral múltiple. 1 
un problema He cálculo de una integral cuadrinmiltiple 


1 a-móltiple, vxtemiida 


халате 


вор a ш 
FeR, La til rdr { pap Ñ a] + реча pr cos g= геа 
з 3 Nx 1 


con cierta exactitud e para los siguientes val res de parámetros 
R = 4: 1,25; 1,5; 4,7 3: 22 0,8, Ш = 4. 


Al realizar el cambio de variables que aplica el сатро de integración en 
tegrai a Ta forma 


FIR, b, IO Zas. ЛА { j И [les тарз 1. нае 


—2RLpr cos 2n 


ANA rp dp dr dy ац 


Lo función subintegral es suave. Por eso. рага el cálculo de esta integral se 
emplea, naturalmente, la fórmula de cubatura que se basa en (2.66). Es natural 
también elegir la fórmula de Gauss (fórmula unidimensional que es exacta 
sobre los polinomios algebraicos) respecto de cada una de las variables г уор, 


1) Por ejemplo, los fórmulas de cubatura sobre una esfera se estudiaban 
æn las obras del matemático soviético 5 D. Sólwles y de sus discipm 
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pioniras que respecto de las variables q y y resulta mejor emplear la fórigula de 
105 trapecios (véase v. 11, cap. 3), pues la función subintegral es periódica con 
tel. ción a cada una de estas variables, y para las funciones periódicas la fórmula 
Чә los trapecios ofrece los resultados mejores. 

De este modo, obtendremos 


mom mom 
ZEIA У Хе 
nas Mat kami icl 


хаал, + йш, 2L Nan дь, cas 2n ЖЕЛ? 


FR, L. MR 


(aquí, (жу, Chy) son mudos y pesos de la correspondiento fórmula de cuadra- 
tura midimensional. 

Con el fin de elegir los valores de m, m, y m, quo aseguren la exactitud 
requerida, se realizan cáleulos de arreglo, aumentando sucesivamonte el numero 
de mudos y comparando los resultados obtenidos. 


568 


Capítulo 3 
INTEGRALES IMPROPIAS 


Los conceptos de integral definida (simple y múltiple) introducidos 
más arriba no son aptos para un campo infinito de integración o cuan- 
do la función subintegral no es acotada. 

En este capítulo señalomos de qué modo podemos general 
concepto de integral y extenderlo a los dos casos mencionados 


el 


$ 1. Integrales impropias de primera especie (caso 
unidimensional) 


En este párralo se generalizará el concepto de integral defmida 
para un dominio de integración conexo + imitado y unidimensional, 
1. Concepto de integral impropia de primera especie. Los dominios 
ilimitados conexos y unidimensionales se representan por unas 
semierectas а 5 z < -+ оо, — 00 b, y por la recta infinita 
оо < <: 00. Para concret mos una semirrecta as 
La 5 оо. 
Siempre en este capítulo supondremos, st по se especifica lo con- 
Д f(x) está defivida sobre Ја semirrecta 
a existe nna integra) dofi- 


сөн F(R): 


F(8)= \ уо). (3.1) 


Así pues, bajo nuestras suposiciones, sobre la recta а R << -— оо 
está dada la función F (R) definida por la relación (3.1). Analicemos 
una cuestión sobre el valor límite de la función F (R) cuando R—= 
> +œ, es decir, Ja cuestión de existencia de un límite 


к 
ит f pdr (3.2) 
Rare d 


Para la expresión (3.2) se usará la siguiente denotación: 


{ ло ат. (3.3) 
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El símbolo (3.3) se llamará en lo ulterior integral impropia de pri- 
mera especie de la función 7 (х) extendida а la semireecta as 
<Ia Ho. 
Si existe el límite (3.2), la integral impropia (3.3) se denomina 
convergente. En cambio, si dicho límite no existo, la integral impro- 
pia (3.3) se denomina divergente. 

OBSERVACION 1 Veamos una integral impropia (3.3). Si b> a 
entonces, a la par con esta integral puede estudiarse también una 


integral | / (2) de. Evidentemente, la convergencia de una de los 


i 
integrales citadas predetermina la convergencia de la otra, En este 
caso tiene lugar la siguiente igualdad: 


[rad {дозае freaz. 


Notemos que la div 


igoncia de аша de las integrales impropias 
mencionadas Ilev. igo la divergencia de la otra. 

ODSERVACIÓN 2. Si nna integral impropia (3.3) es convergente, el 
valor del límite (3.2) se denota mediante el mismo símbolo (3.3). 
De este modo, si la integral (3.3) es convergente, se emplea la igal- 
dad 


> p 
ў 10)0= lím | ar. 
mina 


imservación 3 Por analogía соп la integral impropia (3.3) se 
Y te 


definen integrales impropias $ Hajdz y $ Ha)dx. La primera 


> “ч А 


de ellos simboliza la operación del paso límite lim {лед dz. у 
а 


R 
w 


EJEMPLO Ехатіпешох sobre una semirrecta 2 < оо (а >U) 
la función f (z) = 1/т”, р = const, Esta función es integrable en 
cualquier segmento а 7< R, con la partienlaridad de que 


ln E para p=1. 
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н 
Es evidente qne cuando pœ 1, el límito lím \ Тт existe уез 
но 


пао p<1, еһе límite no existe, Por con- 


igual a 


siguiente, la integral impro { LE os convergente para p> 


y divergente, para p<1. Notemos que, cuando р> 1, 


2. Criterio de Cauchy para la convergencia de una integral impro- 
pia de primera especie. Síntomas suficientes de convergencia. La 
cuestión de convergencia de una integral impropia de primera especie 
ез equivalente a Ta de existencia del valor límite de la función 


Р) = y { (2) dz рата А+ +00. Según se sabe '), para que exisla 


el valor límite de la función F (В), cuando [=> оо, es necesario 
y suficiente que ella satisfaga la siguiente condición de Cauchy: 
para cualquier e > 0 puedo indicarse tal А > 0, que con cuales- 
quicra R'y А" superiores a А se verifica la desigualdad 


Re 


VE) FA | | ло аг 
È 


Por consiguiente, será válida la siguiente afirmación. 

Teorema 3.1 (criterio de Cauchy para la convergencia de ana 
integral impropia). Para que converja la integral impropia (3.3), es 
necesario y suficiente que para cualquier е => 0 pueda indicarse ип 
A>0 tal que con cualesquiera R' y R” superiores a A se verifique 
una desigualdad 

Ре 


{лоза |+ 
РА 


овврвүлсїох Notemos que de la convergencia de una integral im- 
propia по se desprende de ninguna manera que la función subintegral 


sea acotada. Por ejemplo, una integral $ į (0) dz, donde la función 
è 


1) Véase, v. 1, cap. 8,81. 
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es unla para 2 no enteros y es igual a n, cuando z = n (número onte- 
ro). es, evidentemente, convergente, aunque la función smbintegral 
по es acotada. 

Por cuanto el criterio de Cauchy es poco aceptable para las apli- 
caciones prácticas, conviene indicar diferentes síntomas suficientes 
da convergencia para las integrales impropias. 

En adelante consideraremos que la función f (т) está definida en 
ana semirrocta и л = оо, y para todo аа existe la integral 

їч 


ordinaria | f6) dz 


Demostremos el siguiente teorema, 
Teorema 3.2 (sintoma general de com paración). Seaen una semi- 
rrecta а х < = 


(30 


Entonces, de la comergencia Че la integral Ñ ¿tarde se despren- 


mo 


de іа contergencia de la integral $ ЕГА 


IMOSTRACIÓN Admitamos que la integral È g (e) dr converge, 
еш gi 


Entonces, de acuerdo con el criterio de Cauchy (vénso teorema 3-1), 
existe para todo + >N tal A 22 0 que cou cualesquiera R’ > 
У" о» A se cumple ln desigualdad 


Я 
|} sinda | 


De conformidad con Jas desigualdades conocidas para las integrales 
y con Ja desigualdad (3.4), tenemos 
нў 
ўла 
pl 


Y 1/G)1dz 


De aquí y de la desigualdad (3.5) se deduce que para cualesquiera Л" 
у" superiores a A. se verifica la desigualdad 


|f rere |<. 
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Por consiguiente, la integral { į (2) de es convergente. 


Teorema 3.3 (síntoma particular de comparación). Supongamos 
que en una Semirrecta Ө < а< x < оо la función f (х) satisface la 
relación 


HDI. 


тг 


dende e y p son constantes, po \, Entonces, la integral { f (e) de con- 


verge. Si, en cambio. existe tal constante с> 0 queen lasemirrecta 
0-а 


E << оо se verifica la correlación f (2) > 


integral { Fle) ах será divergente 


La afirmación de este teorema se deduce del teorema 3. 

vjemplo oxaminado en el punto antecedente (basta hacer g (1) = 0/27) 

Corolario (síntoma particalar de comparación en la forma 

límite). Si para р > existe un calor límite finito lm |f (0 Izt e, 
to 


la integral { f (æ) de será convergente, Si, en cambio. existe, para р =: 


1, un valor límite positivo. Nim ft) x? += e >O, la integral 


{ Fa) dr sere dwergente. 
"С Gerciorémonos de que la primera parte del corolario es legítima. 
Con este fin constatamos que de la existencia del límite para 2> 
= -Lo se deduce el carácter acotado de la función z? |] (2) |, es 
decir, con cierta constante су > 0 se verifica la desigualdad 
Пле 
Después so aplica la primera parte del teorema 3.3. La validez 
de la segunda parte del corolario se deduce de los siguientes razo- 
namientos. Por cuanto с> 0, se puede indicar un £>0 tan peque- 
ño que c — e >. А dicho e le corresponde Lal A 2 0 que, cuando 
a > А, se cumple la desigualdad e — e <f (2) 2” (esta desigualdad 


proviene de la definición de límite). Por eso, / (z) > 3 


сол" 


este caso actúa la segunda parte del teorema 3 
3. Convergencia absoluta y convergencia condicional de las in- 
tegrales impropias. Íutroduzcamos el conceplo de convergencia 
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absoluta y convergencia condicional de las integrales impropias. Supon- 
gamos que f (2) es integrable sobre cualquier segmento [а. RI 1). 


Definición 2. Una integral impropia | f {x) dz se Пата condicional- 


mente convergente. si converge, en tanto que la integral $ 14) | dr 


diverge. 

OBSERVACION Al poner en el teorema 3.2 g (x) == |f (2) |, Dega- 
mos a que la convergencia absoluta de la integral impropia prodeter- 
mina Su convergencia. 

Notemos que los teoremas 3.2 y 3.3 permiten establecer sólo la 
convergencia absoluta de las integrales impropias que se analizan. 

Demosa conocer un síntoma más de convergencia de las integrales 
impropias que es también apto para el caso de convergencia condi- 
cional 

Teorema 3.4 (síntoma de Dirichlet — Abel). Supongamos que las 
funciones f (x) y g (x) están dejenidas sobre una semirrecta а x <oo 
Admitamos, además. que la función f(x) es continua en la semarrecta 
а 4 <o y tiene en ésta una primitiva acotada F (х) ?). 
Supongamos también que la función g (x) tiende a cero para 1 
> '-00, sin crecer de un modo monótono en la semurrecta а х << со, 
y tiene la derivada g' (x) continua еп lasemirrectan< х < оо En estas 
condiciones resulta ser convergente la integral impropia 


1012) de. (3.4) 


2% 


Demostración Hagamos uso del criterio de Cauchy pura la con- 
vorgencia de las integrales impropias. Preliminarmento integremos 
Ы 


por partes la integral { f (2) g (2) de sobre пи segmento arbitrario 


Š 
IR, RU, R> R, de la зетиггесїа así 


1-00. Obtendremos 
га = К 
Y 10) 8 (1) dr> Hito —\ Prog (0 dr. (3.7) 
È le 


E Kp este caso la їй [у (91 os también integrable өп cualquier segmon- 
to la, . 


$) Esto es indicio de que la primitiva £ (r), que puede dofíni cs como 
È fit dt, satisface para Lodo x> a la desigualdad | F (0 1< К, donde К 
өз una constante. 
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Por hipótesis del teorema, F (х) es acotada: | F (2) [<< К. Por 
cuanto g (х) no es creciente y tiende а cero cuando ж—= + оо, enton- 
ces g (2) 7> 0, y g' (1)< 0. De este modo, estimando la relación (3.7). 
obtendremos la siguiente desigualdad 

w ды 
| | пезоса даво Hg EN (—к' (дуаа 
k Ё 


desigualdad es igual 


La integral en cl segundo miembro de es 
a g (В) —– g(R'"). y, por eso, evidentemente, 
ye 


IMAGES м 
й 


<2K3 (Rs 


› es difícil dar por terminado la 
demostración del teorema. Sea e un número positivo arbitrario. Ya 
que g (2) >0 para 1 +00, podemos elegir, según e dado, tal 4 
que para I? > A se cumpla la desigualdad g (40) < e/2K. Do aquí 
y de la desigualdad (3.8) so deduce que para cualesquiera R’ у” 
mayores que 1 se cumple la desigualdad 

[М 

1} іб) gi) dx 


й 


da de esta desigualdad 


Con а 


e, 


la cual. de acuerdo con el criterio de Cauchy. asegura la convergencia 
de la integral (3 6). El teorema está demostrado 

OBSERVACIÓN La exigencia en el tu 3,4 que la función g (2) 
soa diferenciable es superflua. El teorema 3.4 puede ser demostrado 
bajo un solo supuesto de que g (2) es monótona y tiende hacia cero 
cuando == 4 co, para lo cual se debe utilizar la segunda fórmula del 
valor medio (fórmula de Bonnet). 

EJEMPLO 1 Veamos una integral 


Pz dr, az-0. (3.9) 


Suponiendo f (т) = sen z, g (х) — 1522, resulta fácil convencerse 
de que para dicha integral se cumplen todas las condiciones del 
teorema 34. Por esta razón la integral (3.9) es convergente. 


roemrio 2 Veamos la integral de Fresnel») { sen z? dz. Confor- 


me а la Observación 4, р. 1 de este párrafo, la convergencia de una 


зу O, Fresnel (1788—1827), destacado físico francés. 
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de las integrales, { sen zè dr y f sen z? dz, predetermina la conver- 
d 


goncia de la otra. Por eso, recurrimos a la segunda de estas integrales. 
Tenemos 

E odu 

лепат = | rsen z+ dz, 

і 


1 
Suponiendo j (x) = а sen э? y g (ж) = 1/2, nos convencemos de que 
todas las condiciones del teorema 3.4 están cumplidas y, por esta 
vazón, la integral de Fresnel es convergente. 

4. Cambio de variables bajo el signo de una integral impropia y 
fórmula de integración por partes. En este punto enunciemos las 
condiciones, bajo las cuales actúan las fórmulas do cambio de varia- 
bles y de integración por partes para las integrales impropias de 
primera especie, Examinenios. al principio, la cuestión do cambio 
de variablos bajo el signo de integra 

Supongamos cumplidas las siguientes condiciones: 

1) la función f (т) es continua sobre el semicie 


< оо; 

Э) el semieje @< x < оо es un conjunto de calores de cierta función 
estrictamente monótona z- g (0) que está definida en el semieje a 
ч. < оо (0 bien en — оо < t57 а) y que tiene en este semicie derivada 
continua; 

3) g(0)=a. 

En las condiciones citadas de la convergencia de una de las se 
guientes integrales impropios 


a а 
| redz y ебе indt (о bien — | pung Mal) 3.10) 
proviene la convergencia de la otra y la tgualdud entre las dos. 
La afirmación formulada se establece con ayuda de los siguien- 
tes razonamientos. 
Examinomos un segmento arbitrario la, R]. A este sogmento Je 
correspondo, еп virtud de la monotonía estricta de la función g (0), 
el segmento la. p) (o fp, æl} del eje £ tal que, al variar £ sobre el 
<egmento le, ої, los valores de la función z = g (1) Nonan el segmen- 
to la, R], con la particularidad de que g (p) = R. De este modo, 
para los segmentos mencionados quedan cumplidas todas las condicio- 
nes del p. 3. $7, cap- 1, v. 11 de este curso, para las cuales es vigente 
Ja formula de cambio de variables bajo el signo de la integral defi- 
nida. Por eso, tiene Mmgar la igualdad 
к e 2 
{ газа = {гаар (0 (o bien = — {оозе оа) (3.14) 
Н 
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Por ser la función z — g (2) estrictamente monótona, — оо cuando 
P=>00. y, viceversa, p> оо cuando R= оо (o bien R— оо cuando 
P=> — оо, y p— — оо cuando R— оо). Por eso, de la fórmula (3.11) 
se deduce la validez de la afirmación enunc más arriba 

Pasemos, ahora, a la cuestión de integración por partes de las 
integrales impropias de primera especie 

Demostremos la siguiente afirmación 

Supongamos que las funciones и (x) y v (z) tienen derivadas cr nti- 
nuas en una semirrecta а< z < оо, y, además, existe un valor limite 


lím u (x) r() = А. 


las condiciones citadas. de la convergencia de una de las integrales 
КО y fem (2) dz (3.12) 

proviene la convergencia de la a Кх valida también la fórmula 
fu (z) 6" (1) de = Аи (a)r ta) — ў Ela) ul (x) de. (3.13) 

Con miras a demostrar la afirmación enunciada, analicomos un 


segmento arbitrario [а, Al. En dicho segmento es válida la fórmula 
corriente de integración por partes, Por eso, 


н R 
\ u(x) i” (туйх = и (2) сда) — | viry u (2) dz. 


La expresión lu (x) v (01% tiende hacia A — u (a) o (a), cuando 
R— со, razón por la cual de la última igualdad proviene la couver- 
gencia simultánea o divergencia simultánea de las integrales (3.12). 
como también la validez de la fórmula (3.13) en el caso en que nna 
de las integrales (3.12) converjo 


$ 2. Integrales impropias de segunda especie 
(caso unidimensional) 


En este párrafo se generaliza el comeplo de integral definida 
para ol caso de las funciones ¡limitadas 

1. Concepto de integral impropia de segunda especie. Criterio de 
Cauchy. Supongamos que en un semisegmento la, b) viene dada 
una función ў (z). Un punto ò se llama singular, si la función по es 
acotada sobre el semisegmento la, bl, pero sí acotada en cualquier 
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segmento la, б — al encerrado dentro del semisegmento la, b). 
Supongamos también que en cualquier segmento de este tipo la 
función f (2) es integrable. 

Siendo vigentes nuestras suposiciones, sobre el semisegmiento 
(0, b — a) está dada una función del argumento a, definida por la 
correlación 


кє 
Fía)= $ Fx) dx. 


Estudiemos la cuestión sobre el valor límite derecho de la función 
F (a) en un punto æ ~ ©, es decir, la cuestión de existencia de 
limite 

-a 


lím $ Ha) dz. (8.14) 
a... 3 
Emplearemos pata la expresión (3.14) la designación 


$ 
{ мша. (8.15) 


En adelante el simbolo (3.15) se denominará integral impropia de se- 
gunda especie de la función f (2) extendida al semiseguento [а, b) 
Si existo el Jímute (3.14). la integral impropia (3.45) se llama 
convergente. Si, en cambro, dicho límite no existe, la integral impro- 
pia se llama divergente. Si la integral impropia (3.15) convergo, lo 
maguitud del límite (3.14) se denota con el mismo símbolo (3,15) 
De este modo, si converge la imtegral (3.25), se emplea la igualdad 


» b-a 
{лса lim {ағ 
«чо J 


ensenvación El concepto de integral impropia de segunda es- 
pecie se extiende con facilidad al caso en que la función / (2) tiene 
un número finito de puntos singulares. 

csempLo Veamos sobre el segmento la, 6) ппа unción 1706 — 2)", 
р> 0, Está claro que el punto b es singular para dicha función. 
Además, obviamente. esta función es integrable eu cualquier seg- 
mento la, b— al, con la particularidad de que 


Е" | A A n pah 


Tap P 


ta > 


para p 
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108 Cap. 8. Integrales impropias 


bra 

Ks evidente que el límite lím | —_E— existe у es шш! w 
Ja j o= 

Par Р 

37 Cuando p . у ao existe, cuando ple1. Рог consi- 


guiente, la integral impropia en consideración converge cuando 
p1, y diverge, cuando рг>1. 

Formulemos el eriterio de Cauchy para la convergencia de nna 
integral impropia de segunda especie. Supondremos en este caso 
que la función f (x) está definida sobre un semisegmento la, bd, y que 
b es un punto singular. 

Teorema 3.5 (criterio de Cauchy). Раға que converja la integral 
impropia de segunda especie (3.5), es necesario y suficiente que, para 
tordo в > 0, pueda indicarse un $ > 0 tal que para cualesquiera % y a” 
que salisfagan la condición Ù <a" <a < б se cumpla uno de- 
gualia 


b-a 


[$ меш 


ы 


Lu validez de este teorema se deduce de lo que el comepto de 
convergencia de una integral es equivalente por su definición al 
concepto de existencia del valor límite de la función F (2) jutroducs 
do al comienzo de este punto. 

2. Observaciones finales. No somos propensos a desarrollar de- 
talladamente la teoría de integrales impropias de segunda especie 
Ello se debe а que los teoremas y deducciones principales del párra 
fo antecedente se extienden sin dificultades algunas al caso de las 
integrales de segunda especie. Por eso, hmitémonos a ciertas obser- 
vaciones, 

1%, Lmpuestas ciertas restricciones en las funciones subintegrales, 
las integrales de segunda especie se reducen a las de primera especie 
A saber, supongamos que una función f(r) es continua sobre el 
somisegmento Га, b) y que b es un punto singular de esta unción. 

b-a 
Bajo estas condiciones en la integral È / (x) de podemos realizar 


el siguiente cambio de variables" 


220-4, d=% 


Como resultado de este cambio de variables, obtendremos la igualdad 


hai sa 


| rei \ 100-2) 4 ae. 13.16) 


z здау 
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Sea convergente la integral { СТА 


v decir que existe 


el iimte Mm $ Hu) ах. Volviendo a la igualdad (3.16), vemos 
АЯ 


que existe también un site, рага 1/@—= +00, de la expresión que 
figura en ol segundo miembro de (3.16). Quedan pues demostrados la 
vomvercencia de la integral impropia de segunda especie 


coma también el hecho de que esta integral es igual a la integral 
ў 100) dr. Evidentemente, la convergencia de la integral impropia 
Че suznnda especie que acabamos de citar predotermina la convergen- 
via de Ja integral | Ft) de, y, además. la igualdad entre ellas. Así 


pues. de la converzencia de una de las integrales 


ўлад о j 1-4) a 


a Laa 


se deduce la convergencia de la otra. y, además, la igualdad entre ellas. 
Para las integrales impropias de segunda especie se demuestran 
von facilidad las afirmaciones análogas a las del p. 2 en el párrafo 
antecedente que pueden reunirse bajo el nombre general de «sínto- 
mas de comparación». Notemos que en todas las formulaciones la 
función f (x) se estudia sobre nn semisogmento la, b), donde } es un 
punto singular de la función. 

El síntoma particular de comparación tendrá la siguiente forma. 

Si |} (ж) |< c (b -- ay”, donde р < 4, la integral impropia (3.15) 
será convergente. En cambio. si f (2) 2 c (b — 2)”, donde e >0, 
p> 1. entonces la integral impropia (3.15) es divergente. La demos- 
tración proviene del síntoma general de comparación y del ejem- 
plo analizado en el punto anterior. 

Por analogía completa con cl p. 3 del párrafo antecedente, para 
las mtegrales impropias de segunda especie se enuncian reglas de 
integración mediante el cambio de variables y de integración por 
partes 
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$ 3. Valor principal de la integral impropia 


Definición. Supongamos que una función j (г) está definida sobre 
una recta — оо <x -< оо, y es integrable en cada segmento ретіепе- 
ciente а la recta citada. Diremos que la función 1 (т) es integrable 
según Canchy, si existe el límite 

н 


km { joe 
Л 


Ro Y 


iste límite se denomina calor principal de la integral impropia de la 
función f (x) en el sentido de Cauchy y se denota con el simbolo *) 


Š к 
Ур. {мас lim { лода. 


зувмріо + Hallemos el valor principal de la integral de sen т. 
Por cuanto, en virtud de que sen 2 es impar. 


п е 
{ sen rdr=0, entonces У.р. { senzdr=0. 
> Л 


Resulta válida Ja siguiente afi macion 
Siuna función (т) es impar, será ийек able según Cauchy y el valor 
principal de la integral de esta función será nulo. 
Si una función f (x) es par. será integrable según Cauchy cuando. 
y sólo cuando, es convergente la integral impropia 


{ озал. (2.17) 
9 


La primera parte de esta afirmación es evidente. Para demostrar 


la segunda parte, basta aprovechar la igualdad 
п М 
{ Ha) dx 2 { GETA 
2а ? 


que se verifica para cualquier función par, y la definición de con- 
vergencia de la integral impropia (3.17) 

El concepto Че integración según Cauchy puede introducirse 
para las integrales impropias de segunda especie también en el caso 
en que el punto singular sea punto interior del segmento por el 
cual se realiza la integración. 


1) V, p. son letras iniciales de las palabras franceses «Valeur principal». 
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Definición. Supongamos que una función f (т) está definida sobre 
el segmento la, b), salvo, quizás, en el punto c, a << с < b, y es integra- 
ble en cualquier segmento que no contenga с. Diremos que la función 
1 (0) es integrable segrn Cauchy, si existe cl límite 


ezu b » 


lm ($ лоас | rd) V.p. | л), 


ae 


llamado valor principal de la integral en el sentido de Cauchy. 
romero 2 La función no es integrable sobre el segmento 


ido impropio, sin embargo es integrable 


la, bl a <©с < b en ol se 
según Cauchy. En este сахо 


А 


ур. y 
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Este párrafo está dediendo a la generalización del concepto de 
integral múltiple al caso en que el dominiv de intogración no es 
acotado y no es acotada la fnución subintegra]. Recordemos que 
precisamente estos cosos se han excluido por nosotros del análisis 
al construir la teoría de integrales múltiples. 

Notemos que el concepto de integral impropia múltiple se for- 
mulará de una manera tal que sean abarcados tanto el caso de uu 
сатро no acotado de integración, como también el caso de una 
función no acotada. 

1. Concepto de integrales impropias múltiples. Sea D пи conjunto 
abierto 2) del espacio euclideo m-dimensional Æ". Con el símbolo D 
desigmemos Ja clausura D que se obtiene reuniendo D «он su frontera, 
Nos hará falta el concepto de sucesión {Dn} de conjuntos abiertos 
que agotan monótonamente el conjunto D. 

Diremos que la sucesión {D „ } de conjuntos abiertos agota munótona- 
mente el conjunto D, si: 4) раға n cualquiera, el conjunto Da está con- 
tenido еп Р, +1; 2) la unión de todos los conjuntos Dp coincide con el 
conjunto D ?). 

Nolemos qne cada conjunto Da de Ja sucesión {Dn} está con- 
tenido en D. 


1) Un conjunto se llama abierto, si está compuesto sólo por los puntos 
interiores, Un conjunto abierto se llama también dominio. 


2) Se denomina unión de todos los conjuntos D, al conjunto D gue contieno 
todos los puntos de cada uno de los conjuntos D, y que es de tal índole: que cada 


punto de Ô pertenece por lo monos a uno de los conjuntos Dp. 
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Supongamos que sobre un conjunto abierto D viene dada una Inn- 
ción f (x), ж = „ £m), integrable según Riemann en cual- 
quier subconjunto cerrado cubicable del conjunto D. Analizaremos 
toda elase de sucesiones {2 „} de conjuntos abiertos que agotan monó- 
tonamente D y que poseen la propiedad de que la clausura б, de 
vada conjunto D, ех cubienble (de aquí se deduce, en particular, qne 
cada uno de los conjuntos D, está acotado). 

Si para toda sucesión de este lipo {Dn} existe un limite de la sucesión 


numérica ES 1 (x) dz}. y si este limite по depende de cómo se elige la 


Da 
sucesión {Dp}. dicho límite se denomina integral impropia de la jun 
ción ] (x) extendida al conjunto D y se denota con uno de los siguientes 
simbolos: 


ў лозах. 55 > \ (ж. Za: Am) Aid, бта. (3.18) 
р о 


En este caso la integral impropia (3.18) se Пата convergente 

Notemos que el símbolo (3.18) se emplea también en el caso enan 
Чо los límites de las sucesiones mencionadas más arriba no existen. 
En tal caso la integral (3.18) so llama divergente. 

2. Integrales impropias de las funciones no negativas. Domostre- 
mos el siguiente teorema. 

Teorema 3.6. Para que converja la integral impropia (3.18) de 
una función f (x), no negativa en el dominto D es necesario y suficiente 
que al menos para una sola sucesión de dominios cubicables {Dn } que 
agotan monótonamente el dominio D sea acotada la sucesión numérica 


а= ў (т) іх (3.19) 


р, 


pemosmacion. La necesidad de hipótesis del teorema es obvia: 
la sucesión (3.19) оз no decreciente (D está contenida өп уу, 
y (2) > 0), por lo cual como condición necesaria do convergencia de 
Іа succsión interviene su carácter acotado. Pasemos а la demostra- 
ción de la suficiencia de las condiciones del teorema. Por cuanto la 
sucesión (3.19) está acotada y no decrece, es convergente hacia cierto 
número /. Resta por demostrar que bacia este mismo número / 
converge la sucesión 


а= fedr, 


donde (Dí) es otra sucesión arbitraria de dominios que agotan 
monótonamente el dominio D. Fijamos un número cualquiera п y oxa- 
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minemos el dominio Di. Existe un número m, tal que Dh esté con- 
tenida en D,,1). Por eso, 


a а, 1. 


De aquí se desprende que la sucesión {а} convergo hacia cierto 
número 1" < /. Cambiando en nuestros razonamientos las sucesio- 
nes as y an, llegaremos а la desigualdad J< 1”. Por consiguiente, 
1 = Т. El teorema está demostrado. 

ssempLO Ехатіпетох una integral 


I= ү ener dr dy, (3.20) 


tomada рог todo el plano. A título de sistema de dominios {Dn} 
que agotan monótonamente el dominio D elijamos ol siguiente si 
tema de círculos concéntricos D, 


n+yon, n=1t,2,... 


En cada círculo D, pasemos al sistema polar de coordenadas r, Ф 
Ohtendremos 


= {5 ent da dy = $$ errdrdp=n(ie- 


De aquí se deduce que lím a, = л. De acuerdo con el teoroma 


que acabamos de demostrar, la integral (3.20) converge y es igual 
a л. Notemos que la integral (3.20) puede ser representada en la 
siguiente forma?) 


1 fear ўеш (Fea) 


1) Admitamos que esto no es así. Entonces, para todo # entero puede indi- 
carse tal punto Mh dol dominio D', que no portenezca al dominio Ру. En la 
sucesión (Af) podemos elogir (por ser 27, cerrada y acotada) una subsucesión 
que converja hacia cierto punto ME Dh. El punto M pertenece, junto con 
cierto entorno, а uno de los conjuntos 2, Mas, al mismo conjunto Da, y a todos 
los conjuntos D, con númeres mayores pertenecen los puntos Му con los números 
tan grandes como se quiera. Esto contradice la elección de los puntos Mp. 

) Podemos convencernos fácilmente de la posibilidad de esta represónta- 
ción, si a título de sistema agotable do campos tomamos un sistoma do cua- 
drados cada vez crecientes con centros en el origen de coordenadas y lados para- 
lelos a Jos ejes, y aplicamos, después, la fórmula de integración reiterada por 
cada uno de estos cuadrados. 


3-509 


414 Cap. 3. Integrales impropias 


A partir de esta representación obtenemos el valor de la integral 
llamada integral de Poisson’): 


fera=Va. 


Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 3.7 (síntoma general de comparación). Supongamos que 
las funciones no negativas f (x) y g (т) en cada punto del conjunto 
abierto D satisfacen la condición 


Р та) < g (0). 


Entonces, la convergencia de la integral impropia { g (х) de predeter- 
D 


mina la convergencia de la integral impropia $ 1 (2) dz. 


b 
pemosrraciós Soa (Dn) una sucesión de campos que agolan mo- 
nótonamente ol campo D. A partir de las desigualdades obvias 


an= {10а { gdr =Ъ„ 
в, Da 


зе deduce que la convergencia de la sucesión hb, predetermina la 
convergencia de la sucesión а„. De aquí y del teorema 3.6 proviene 
la validez del teorema enunciado. 

Al analizar la convergencia de las integrales impropias se em- 
plean, de ordinario, funciones estándar (tipo) de comparación. la más 
usada do las cuales es g (т) = | z 172, p > 03, 

rambo 1 Sean а > 0; D, una bola de radio а con centro en el 
origen de coordenadas; д (2) = 12 |”. A titulo de la sucesión 
{Dn} do dominios que agotan monótonamente D tomemos un sis- 
tema do capas concéntricas D, que se forman por eliminación en la 
bola D de las bolas de radio 4/n con centro сп el origen de coorde- 
nadas. Al introducir el sistema esférico de coordenadas (véase р. 3° 
$ 5 del capítulo 2). obtendremos 


= g(z)dr= { кееш в 00, “+ 
tm o o 


Da 
жана 
Р f (П 0) а.а 


3) S. Poisson (1781—1540), matemático y físico francés. 
3) Se considera en esto caso |z] = VA FF... гы 
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Denotando con el símbolo wa una magnitud positiva 


n= f ao, б, ж (Пенчо) ta 


podemos escribir 
an= Om | rdr. 
1 
De aquí se deduce que la sucesión a, está acotada y, por lo tau- 
to, es convergente cuando, y sólo cuando, р < т. En virtud del teo- 
rema 3.6, una integral impropia de la función | х |-' en el dominio 
D converge cuando p < т, y diverge, cuando p > т. 
EJEMPLO 2. Sean: а > 0; D, la exterioridad de una bola de radio 
а con centro en el origen de coordenadas; g (x) = | = |7”. A título 
de la sucesión (D,) de dominios que agotan monótonamento D 
tomemos un sistema de capas concéntricas 2, que se componen 
de todos los puntos х Є E” que satisfacen la condi 


a<iz]<n. 


Al introducir el sistema esférico de coordenadas, obtendremos 


an | £(2) de om { roma dr, 


Dn a 


De esta igualdad y del teorema 3.6 se deduce que una integral 
impropia de la función | = |7” en el citado dominio D converge pa- 
га р œm, y diverge, para p < т. 

3. Integrales impropias de las funciones de signo variable. En 
este punto aclaremos la relación existente entre convergencia ordi- 
naria y convergencia absoluta de las integrales impropias múltiples. 
Al igual que en el caso unidimensional, una integral impropia 
{ле dz se llamará absolutamento convergen! 
РА 


verge la integral { 17 (2) | dz. Demostraremos que la convergencia 


mpre que con- 


E) 
absoluta predetermina la convergencia ordinaria. La más sorpron= 
dento es otra propiedad de las integrales impropias múltiples que 
no tiene análogo en el caso unidimensional y que consiste en que la 
convergencia de una integral impropia múltiple predetermina su 
convergencia absoluta. Dicho de otro modo, demostraremos que 
para las integrales impropias múltiples los conceptos de convergencia 
y de convergencia absoluta son equivalentes. 

Antes de pasar a la demostración de estas propiedades, demos a 
conocer unas observaciones previas. 


se 
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De la definición de integral impropia proviene que si converge 
una integral impropia, extendida al dominio D, de cada una dellas 
funciones f+ (z) y f- (2), también serán convergontes las integrales 
de la suma o de la diferencia de estas funciones. 

Examinemos las siguientes dos funciones no negativas: 


[Ж а) 0) ГАР FAC 
+ e ора 


2. (3.24) 


Es evidente que las funciones citadas pueden ser definidas mediante 
las correlaciones 


162), si [(3);>0, 
„== 0 si p(z) 0. 5 
Ha si fino, (5-22) 
a=] 0 si f(2)>0. 


Señalemos también las siguientes correlaciones evidentes que 
provienen de la definición de las funciones f+ (z) y f- (2): 
о. (а) < 17 60), 07. (0) < 17 0) |, (3.23) 
1 @)-= f+ (2) — f- (2). (3.24) 
Demostraromos, ahora, las afirmaciones mencionadas al comienzo de 
esto punto. 
Teorema 3.8. De la convergencia absoluta de una integral impropia 


múltiple | f (т) dz se deduce su convergencia ordinaria. 
ipi 


ù 

Demostracion. Recurramos a las funciones f+ (т) y f- (2) que 
acabamos de introducir. De la integrabilidad en el sentido propio 
de la función f (x) en cualquier subdominio cubicable del dominio D 
se desprende la integrabilidad en D de la función | / (z) |, y de aquí, 
como también de las fórmulas (3.21), proviene que las funciones 
1+ (т) y j- (2) son asimismo integrables en cualquier subdominio 
de esta índole. Teniendo presentes la convergencia de la integral 


{ 17 (2) Idz, la propiedad reción citada de las funciones f4 (2) y 


b 
f- (æ), las dosigualdades (3.23) y el teorema 3.7, es fácil convencerse 
de que las integrales impropias { f+ (2) de y { f- (z) dz son con- 


Ы è 
wergentes. Do aquí y de la relación (3.24) se deduce la convergencia 
de la integral { 7 (z) dz. El teorema está demostrado. 


D 
Demostremos, ahora, el teorema recíproco. 


Teorema 3.9. Si una integral impropia múltiple | f (д) de es con- 
è 
vergente, convergerá también absolutamente. 
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пимозтнлстох. Admitamos que la afirmación del teorema es 
errónea. En tal caso, del teorema 3.6 se deduce que la sucesión de 
integrales de | (т) | en cualquier sucesión de dominios {D,} que 
agotan monótonamente D será una sucesión infinita monótonamento 
creciente. De aquí proviene que la sucesión (D,) puede elegirse de 


una manera tal que para cualquier n = 4, 2, --. se cumpla una 
desigualdad 
\ 1/01 07==3 { | (ж) dx+2n (3.25) 
Das т, 


Denotemos con P, el conjunto Pası — Dn. Entonces, de (3.25) 
obtenemos para cualquier » 


F 


{ Ilda 2-2 È IE) а 5-29 (3.26) 
„ E, 
Por cuanto |f (0) | = f+ ta) 1 /- (2), resulta 


И 


Pa 


М поа + { ГАГА (3.27) 
СА 


Supongamos que de las dos integrales que figuran en el segundo 
miembro de (3.27) la mayor sorá la primera. Entonces, de las co- 
relaciones (3.26) y (3.27) obtendremos para cualquier n 


| mae {с den. 13.25) 


Dividamos el domimo P, en un número finito de dominios Pa, de 

un modo tal que la suma inferior У) m; Ао, de funciones f4 (x) para 
т 

dicha partición sea tan poco diferente de la integra] de esta función 


extendida a P, quo, a) sustituir la integral en el primer miembro 
de (3.28) por la suma inferior mencionada, se obtenga la signiento 
desigualdad 


X m, `o, { Шо) да+ (3.29) 


Dado que т; 2 0, en la suma Ñ m; Ао, podemos dejar sólo aque- 


llos sumandos, para los cuales тү => 0. La unión de los dominios 


correspondientes Pa, la desiguemos por Pr. 
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En el dominio Р, la función f (т) es positiva, por lo cual en di- 
cho dominio f (ж) = f+ (z). Por consiguiente, de acuerdo con (3.29), 
obtenemos la igualdad 


$ 10) а> ( ап (3.80) 


A 5, 


Denotemos con Dè la unión de D, y P,. Entonces, sumando las 
desigualdades (3.30) con una desigualdad evidente 


| поа =È гене, 
Da ША 


obtendremos 


j fa бап. (3.30) 
D 
Obviamente, la sucesión de dominios (22) agota monótonamente el 
dominio D. Mas, еп tal caso, de acuerdo соп la desigualdad (3.31), 


la integral | / (æ) dz es divergente. Como, por hipótesis, esta inte- 


ù 
gral converge, la suposición de que no es ciorta la afirmación del 
teorema no tiene lugar. El teorema queda demostrado, 

4. Valor principal de las integrales impropias múltiples- 

Definición. Supongamos que una función f (х) está definida para 
todo x Є Е" y es integrable en cada bola Kp de radio R con centro 
en el origen de coordenadas. Suele decirse que la función f (т) es inte- 
grable según Cauchy en E", si existe el límite 


иш | лба) 
Raw 0 
n 


Este límite se llama valor principal de la integral impropia de la 
función f (x) en el sentido de Cauchy y se denota 


V.p. $ fia) de= lím {ло de. 
-g 


ze н 


EJEMPLO. Supongamos que f (z) tiene en las coordenadas esféricas 
una forma f (z) = ё (r) g (Ө, Ө, Ømi), donde las funciones № 
y g son continuas, con la particularidad de que 


la а m-i 


$ ао, fo. А Я Bas + 01) ( J] sen’ 0n) dana = 0. 
è 


v з бип 
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Entonces, evidentemente, / (т) es integrable según Cauchy y 


У.р. ў 042 =0. 
Em 


En particular, cuando m = 2, la función de dos variables 
i te, y) = h (r) cos p es integrable según Cauchy, y la integral de 
ella en el sentido del valor principal es nula, 

En el caso de que la función 7 (z) tenga singularidad en cierto 
punto ra del dominio D, la integral en el sentido de Cauchy so in- 
troduce como límito 


Ур. | rd иш ў убх, 
D 477 


donde Dres un conjunto que se obtiene por eliminación on el domi- 
nio D de la bola de radio R con centro en el punto г, 


Capítulo 4 
INTEGRALES CURVILÍINEAS 


segmento rectilíneo, al caso en que como 
n interviene un segmento de cierta curva plana 


o espacial. 

Las integrales de este género se donomina 
aplicaciones prácticas se acostumbra examinar integrales curvilíneas 
de dos especies (do las expresiones que tienen el sentido escalar y e) 


n curvilíneas. En las 


ulo las integrales enrvilíncas se anali- 


vectorial). En ol presente cap! 
zan paralelamente 


$ 1. Definiciones de las integrales curvilíneas 
y еї sentido físico de las mismas 


Examinemos on el plano Оху nna cueva rectificable /. privada 
de puntos múltiples y de trozos en los cuales la curva se coloca so- 
bre sí misma. Supongamos que la curva so define mediante las ecuacio- 
nes paramétricas 


= 600). 
[г к (ачи) (4.0) 


к=) 


y en los primeros pasos convengamos en considerarla no cerrada y li- 
mitada por los puntos A y B. 

Supongamos, además, que una función f (z, y). dos funciones 
P (a, y) y Q (z, y) están definidas y son continuas a Іо largo de la 
curva L = AB’). 

Dividamos el segmento а << 1 < 0, mediante los puntos а 
=LA aL... 4, =b, en n segmentos parciales 
ra 4] @-==1/ йй, A 


2) Una función / (z, y) se Паша contínua а lo largo de la curva b х4 рата 
cualquier e > 0 existe un ё > 0 tal que |f (ra, y) —/ (ze ya) | < e pata cuales- 
quiera dos puntos (2, у) Y (ез, va) de la curva Z que satisfacen la condición 
Via — 2) (уу — ya" < б. Hemos definido, de hecho, по continuidad, 
sino continuidad uniformo de la función ў (z, y) a lo largo de la curva 2, poro, 
ya que el conjunto de todos los puntos de la curva Z es acotado y cerrado, estas 
nociones coinciden. 
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Por cuanto a todo valor 1, le corresponde en la curva Z un punto 
determinado Ma (Zas ya) de coordenadas sa = Ф (ta), Yx = Ф (tx), 
para la partición mencionada del 
segmento а < t< b toda la curva 
1, = АВ se descompone еп n 
arcos parciales М.М, МУМ»... 

-n М„.аМ» (fig. 4.4) 

En cada arco parcial М-М, 
elijamos uu punto arbitrario | 
М, (Ens Ma), cuyas coordenadas 
En ma corresponden a cierto va- 
lor т, del parámetro +, de suerte 
que Er = P (та), Me = P (т), 
con la particularidad de que fa-ı < Ta < tr, Convengamos en desig- 
nar соп el símbolo Al, la longitud del k-ésimo arco parcial 
М.М» (k = 1, 2, ap п) 

Formemos una suma integral 


«= Ф, по) А. 2) D РФ. п) ба) 
14.2”) 


зем, 


Fig. 41. 


Formemos dos sumas integrales 


o= Y O Ën па) 
(4.21) 
Un número 7 se Пашага límite de la suma integral о, (6 = 1, 2, 3), 
al tender a cero la máxima de las longitudes Ala, siempre que рага 


todo e > 0 existe un б >> 0 tal que | о, — J | < e, una vez que la 
máxima de las longitudes Al, se hace inferior a б. 


DEFINICIONES 


Si existe el límite de la su- 
ma integral оу, cuando la móxi- 
ma de las longitudes Al, tiende 
a cero, dicho límite recibe el 
nombre de integral curvilínea de 
primera especie de la función 
Hz. y) a lo largo de la curva L 
y se denota con el símbolo 


{ш na, 


Si existe el límite de la suma 
integral 07los), cuando la máxi- 
ma de las longitudes Al, tiende 
a cero, dicho límite recibe el nom- 
bre de integral curvilínea de se- 
gunda especie y se denota con 
el símbolo 


jet na Y ote va] 
de An 
La suma 


$ Pix, y) da { ос, Уау 


Ав An 
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o bien 


{ He уа азу 


An 


se acostumbra llamarla entegral 
curvilinea general de segunda 
especte que se denota con el 
símbolo 


{ Р, y) йк-= Ф, у) dy. (4.3) 


An 


Aclaremos el sentido fisico de las integrales curvilíneas introdu- 


cidas. 

Supongamos que a lo largo 
de la curva L viene distribuida 
una masa con la densidad lineal 
7 (e, у). Para calcular la masa 
de toda la curva, resulta natu- 
ral partir esta curva en trozos 
pequeños y, considerando que en 
cada trozo la densidad varía po- 
co, admitir que la masa de cada 
trozo es aproximadamente igual 
al producto de cierto valor in- 
termedio de la densidad por la 
longitud «de este trozo. 

3n este caso lu masa de toda 
la curva será aproximadamente 
igual a la suma ivtegral (4.2). 
El valor exacto de la masa será 
definido, naturalmente, como lí- 
mito de Шш suma (4.2), al tender 


a cero la longitud del trozo 
mayor. 
Do este modo, la integral 


curvilinea de primera especie (4.3) 
proporciona la masa de una curva, 
a lo largo de la cual la densidad 
lineal es iguala f (z, y). 


OBSERVACIÓN 1 
muestran con toda evidencia que 


Supongamos que un punto ma- 
terial se mueve de A a B a lo 
largo de la curva /, por efecto de 


una fuerza F (z, y) cuyos compo- 
nentes son P (z, y) у Q (z. y) 
Para calcular el trabajo realizado 
en tal movimiento, resulta natu- 
ral dividir la curva en trozos po- 
queños y, considerando que en ca- 
того la fuerza varía poco. 
admitir que el trabajo en cada 
trozo es aproximadamente igual 
a la suma de productos de los 
componentes de la fuerza, toma- 
dos en ciertos puntos intermedios 
por los componentes del vector de 
desplazamiento, En este caso el 
trabajo total, al realizarse ol mo- 
vimiento desde А hasta /3, sorá 
aproximadamente igual a la suma 
(4.2) y (4.2”). El valor exacto 
de este trabajo se definirá, natu- 
ralmente, como límito de la suma 
citada, al tender hacia cero la 
longitud del trozo mayor. 

De este modo, la integral cur- 
vilínea general de segunda especie 
(4.3) respresenta el trabajo que se 
gasta para trasladar un punto ma- 
terial desde A hasta B a lo largo 
de la curva L bajo la acción de una 


fuerza que tiene componentes 
P (z, y) y Q (z, y. 


Las formas de las sumas (4.2), (4.2), (4.2") 


la integral curvilínea de primera 
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especie по depende de la dirección en que se recorre la curva Z (de А 
а В, о de В a А), mientras que para la integral curvilínea de segun- 
da especie el cambio de la dirección en la curva causa el cambio co- 
rrespondiente del signo, es decir, 


| Ре. paz — | Pr mar, | Ql. yar-—| Ql. nd. 


E w 45 т 
ouservacion 2 Рата una curva espacial se introduce de una ma- 
nora sumamente análoga el concepto de integral curvilínea de pı 


mera especie \ [ (æ, у, 2) dl, y tros integrales curvilíneas de segun- 
Ав 


da especie 


[PG уза, {о.о Ddy | Ry adz 


ve an 4н 


Lu suma де las (тез últimas integrales se acostumbra llamarla 


integral curvilinea general de segunda especie y designarla con ol sim- 
bolo 


{ Ple y, 242400 y, 2)dy+ Кт. y, z) dz 
dh 


$ 2. Existencia de las integrales curvilíneas y reducción 
de las mismas a las integrales definidas 


Convengamos en llamar la recta L suave, si las funciones q (t) y 
% (0) de las ecuaciones paramélricas (4.1) que la definon, poseen en el 
sogmento la, b] derivadas continuas q” (t) y y" (01). 

Llamemos la curva L continua а trozos, si es continua y se des- 
compone en un número finito de trozos (que no tienen puntos interio- 
ros comunes), cada uno de los cuales representa una curva suave 

De acuerdo con el convenio admitido aún en el cap. 6 y 7, у. IT, 
se llamarán puntos singulares de la curva Z aquellos que corres- 
pondon al valor del parámetro ё, para el cual las derivadas q” (£) y 
af" (£) se anulan. 

Demostromos que si la curva L = AB es suave y no contiene pun- 
tos singulares, y si las funciones f (х,у), P (£, y) y Q (т. y) son continuas 
a lo largo de esta curva, resultan válidas las siguientes fórmulas que 


1) So sobreentiende que las derivadas ф' (£) y W (0 son contiuuas ош cual- 
quier punto interior del segawnto [a, b] у poseen valores límites finitos en el pun- 
to a por la derecha у en el punto b por la izquierda. 
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reducen las integrales curvilineas a las integrales definidas ordinarias 


Н P (2, )йх= 
{ле а= f red ал И шэ 
A Н ч 
VOFF Ра. (44) | — { ре). pO (O dt, (44) 
{ ос. may= 


An 


b 
| фо, фа (dt. 1440 

Se demostrará a la vez la existencia de las integrales curvilineas que 
figuran en dichas fórmulas. 

Notemos, ante todo, que las integrales definidas que figurau en 
los segundos miembros de las fórmulas (4.4), (4.4) y (4.4) existon a 
ciencia cierta (pues, bajo los supuestos admitidos, las funciones 
subintegrales en cada una de las citadas integrales son continnas en 
ol segmento а << 2 < b). 

En cuanto a la integral curvilínea de segunda especie, se dedu- 
«іта sólo la fórmula (4.4”) (pues, la deducción de la fórmula (4.4”) 
es sumamente análoga). 

Al igual que en el $ 4, dividamos el segmento a<1<b, median- 
te los puntos a = h < h <l <... <, = Ь еп п segmentos 
parciales y formomos las sumas integrales (4.2) y (4.2'). 

Tomemos en consideración que 


20 — Ea =Y (0) — 9 (la) = 


„ 
an= | V ORF (ОР. 
ыз ~ $ y 0а. 
ra 


Esto nos permite reescribir del modo siguiente las expresiones para 
los sumas integrales (4.2) у (4.2'): 


SN E | o= II 
a 


iai 
a i 

x | Vi OEF Р}. x f wwa}. 29 
tha 3 


(45) 
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(Aquí se ha tomado en consideración que Ex = Ф (Ta), Na = Y (тһ), 
donde тһ es cierto valor del parámetro £ que satisface la condición 
ha L Ta а). Я | 

Ahora, designemos las integrales definidas en los segundos miem- 
bros do las fórmulas (4.4) y (4.47) con K, y Ka, respectivamente. Al 
dividir el segmento а < # < b en una suma de n segmentos parciales 
10,2, tx), podemos escribir las integrales definidas K, y K, on la ві 
guiente forma 


nt ау 
к= {| Moto, Ф915 к,=Ў | PWO, 
[се МЕ и], 
VICO OF et. PHP (1) dt. 
Fxaminemos у estimemos las diferencias 
п e ё 
a-K=3 | о), к=} Plot, 
ON Ml 
СООТ PIP Ig (0), POD) de. 
х КИ (ОЕП Ой. (4.6) (4.69 


Por cuanto las funciones z = q (t) e y = y (t) son continuas en 
ol segmento а < 2 < b, y las funciones f (z, Y) y P (к, у}, continuas 
a lo largo de Ја curva L, de conformidad con el teorema de continui- 
dad de una función compuesta (убаво $ 3, cap. 5, v. П) las funciones 
fle (0), (0) y P [q (6), y (£)] son continuas en el segmento a Lt < b. 

Observemos ahora que cuando tiende a cero la mayor de las lon- 
gitudes parciales de los arcos Ala, tenderá а сего también la mayor 
de las diferencias (tą — 1, )!). Mas, de aquí so deduce que, cual- 
quiera que sea e > 0, puede indicarse tal б > 0 que a condición de 
que la mayor de las longitudes Al, es menor que б, cada expresión 
en los corchetes on las fórmulas (4.6) y (4.6') es inferior a e. Por con- 


fa 


4 
М 
ciones Ф' (£) y (t) son continuas sobre el segmento а < t < b, у по se anulan 
AO 
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siguiente, a condición de que la mayor de las longitudes Al, sea 
menor que $, obtendremos para las diferencias (4.6) y (4.6) las si- 
guientes estimaciones: 


CS $i 


ж 
= Кие) | > юк.) {е гас 
g a 
x V ORF OPd = si 
ed id <M J; | d=eMb—a), 
=e | V ORF OF dt = чИ 
Ш donde M es el valor máximo de 
el, ly” (01 sobre el segmento 


<I<b. Subrayemos que. al de 
ducir la fórmula (4.4), sólo 
exigimos que q’ (t) sea continun, 
y la curva /,= АВ, rectificable 
(la continuidad de 4} (1) no es 
necesaria en este саво). 


donde / es Ја longitud de la 
curva AB. 


Por ser к arbitrario, podemos afirmar que las sumas integrales 
о, y o, tienon (cuando tiende a cero la máxima de las longitudes 
Aly) límites iguales a Кү y Ka, respectivamente, Con esto queda de- 
mostrada simultáneamente la existencia do las integrales curvilíneas- 
que figuran еп los primeros miembros de las fórmulas (4.4) y (4,41), 
como también la validez de las mismas. 

OBSERVACION 1. En el caso de una curva suave a trozos L, las inte- 
grales curvilíneas a lo largo de esta curva se definirán, naturalmente, 
como sumas de las correspondientes integrales curvilineas a lo largo 
do todos los trozos suaves que integran la curva dada L. De este modo, 
Jas igualdades (4.4), (4.47) у (4.4”) resultan válidas también para la 
curva continua a trozos L. Dichas igualdades son, además, lícitas en 
un саво en que las funciones f (x, y), P (z. y) у О (2. y) sean no estric- 
tamente continuas, sino sólo continuas a trozos a lo largo de la 
curva Z (es decir, cuando la curva Z se descompone en un número 
finito de trozos, privados de puntos intoriores comunes, a lo largo 
de cada uno de los cuales las funciones mencionadas son continuas). 

OBSERVACION 2 Los resultados y las fórmulas sumamente análogos 
tienen lugar también para las integrales curvilíneas tomadas a lo- 
largo de una curva espacial L = AB, definida mediante las ecua- 
ciones paramétricas 


= (t), 
E Ф 0), (a<t<b). 
z=X(1) 
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Limitémonos a la inscripción de las fórmulas 


{ ле. y. 3jdt= 


AB 


» 
Y O, (8, HOLA 


VISOR DORA OP dt. 


(26. Y 2)dx= 
da 


ь 
=} Ре), 0, XO 0d, 


{ Q(z, y, dy = 


de 
è 
= ое. 0). DW (O dt, 


{ ло. nd 


An 
b 


= | н). P XK (e) dt. 


OBSERVACION 3 So ha establecido anteriormente que una integral 
eurvilínea de segunda especio depende de la dirección en que se reco- 
rre la curva L= AB. Por eso se debe llegar a un convenio especial 


referente a lo que se entiende 
por el símbolo 


$ Pe mds+0te, dy (47) 
? 
en el caso cuando /,вса una cur- 
va cerrada (es decir, cuando el 
punto B coincide con el A). 
Do las dos direcciones posi- 
blos del recorrido de џи contor 
corrado L se llamará positiva 
aquella, para Ја cual el campo 
dispuesto en el interior del con- 
torno citado queda por el lado 


y 


Fig. 4.2. 


izquierdo con relación al punto que realiza el recorrido"). En la fig. 


4.2 la dirección positiva 


del recorrido está marcada por flechas. 


Convengamos en considerar que en la integral (4.7) a lo largo del 
contorno cerrado T., el mismo se recorre en la posición positiva. 


з) Tal dirección del movimiento puede denominarse convencionalmente 
«movimiento en el sentido contrario de las agujas de пп reloj». 
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onsenvación + Es fácil mostrar que las integrales curvilineas po- 
seen las mismas propiedades que las integrales definidas ordinarias 
(las demostraciones son análogas a las expuestas en los $$ 5 y 6 del 
сар. 1, у. П). Además, adoptadas unas suposiciones más rígidas, las 
propiedades mencionadas se deducen de las fórmulas (4.4), (4.4) 
(4.4). 

Enunciemos estas propiedades con arteglo a las integrales curvi- 
líneas de primera especie 

1°. PROPISDAD ringar Si рага cada una de las funciones f (z, y) 
y g (z, y) existe una integral curvilínea a lo largo de Ја curva AB, 
y sia y В son constantes cualesquiera. para la función la f(x, y) + 
+ B абе, y) también existe integral curvilínea a lo largo de la curva 
AB, con la particularidad de que 


( па Ge + Веб, 0191 { fu. иар | gt, wal. 
d de ё 


2°, мїитїўїрАр Si el arco AB está compuesto рог dos arcos АС 
y CB. y si para la unción f (т, y) existe integral curvilínea a lo lar- 
go del arco AB, pura dicha función existe integral curvilínea a lo lar- 
yo de cada uno de los arcos AC y CB, con la particularidad de que 


[re ad= {ле d+ е val. 
de 


їс En 


3°. ESTIMACIÓN DEL MÓDULO DE UNA INTEGRAL Si existe una inlo- 
gral curvilínea de la función f @ y) а lo largo de la curva AB, existe 
también integral curvilínea a lo largo de la curva AB de la función 
17 (e, y) 1, con la particularidad de que 


[$ 1 мае} үе юа. 
de de 


49, PORMULA DEL VALOR MEDIO. Si una función f (z, y) es continua 
a lo largo de la curva AB, en dicha curva existe un punto M* tal que 


Gra, yd=1-(M%), 
&в 


donde 1 ез longitud de la curva AB. 
EsempLo. 1°. Calcúlese la masa de una elipse /. definida median 
te las ecuaciones paramétricas 


x=acost, 
{ (б<г<с?л) 


y=bsent 


$ 2. Existencia y reducción de integrales curvilineas 129 


a condición de que a > b > 0, y que la densidad lineal de distri- 
bución de la masa es igual a p = |y |. 
El problema se reduce al cálculo de la integral curvilínea de 


primera especie [ |y | dl 


Con ayuda de la fórmula (4.4) obtendremos 


ак 
\ ПСА! [sen £| Y аве t} Б сов 1 dt == 
і à 
=h { son t Y 250111 402008770 — 
2 A a 
0 sen eV FETO dt = 
= —b | V PAP costra cost) + 
а 
эл 


+01 V FEA сові Т 4 (cost) =% (b+ a SSE), 
à 


donde 1) 


2 
2°. Calcúlese la integral curvilínea de segunda especie 


| 2—22) de + 08—240) du, 
È 


en la que L es una parábola y = 2°, рага —1 < z < 1. La citada 
parábola puede considerarse como una curva que se detine mediante 
las ecuaciones paramétricas 


Dt, a 
| =й (igitai. 
Por eso, con ayuda de las fórmulas (4.47) y (4.4%), obtendremos 


14 


А 
28) dt4 { (020) 2t dt = -i 
A 


ї) Recordemos que la magnitud е en la geometria analítica lleva el nombre 
de escentricidad. 


СЕ 


Capítulo 5 
INTEGRALES DE SUPERFICIE 


En el presente capítulo se analizará el problema de integración de 
las funciones definidas sobre las superficies. Con este motivo estudie- 
mos previamente el concepto de superficie y el de área de una su- 
porficie. 
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1. Concepto de superficie. La aplicación f de un dominio!) G sobre 
el conjunto G* de un espacio euclídeo tridimensional so Паша komeo- 
morfa, si dicha aplicación representa una correspondencia biunívo- 
са entre los puntos G y G*, en la que a cualquier sucesión convergen- 
te (M,,) de puntos de G le corresponde la sucesión convergente (1/5) 
de puntos en G*, y a cada sucesión convergente de puntos (1/3) de 
G* lo corresponde la sucesión convergente de puntos {Mn} de G. 
Dicho de otro modo, la aplicación homeomorfa do un dominio G 
sobre el conjunto G* es aplicación biunívoca y recíprocamente con- 
tinua de los conjuntos mencionados. Diremos que G* es la imagen 
de G en la aplicación homeomoría de f. 

Estudiemos el siguiente ejemplo. Supongamos que G es un domi- 
nio en el plano Ozy: (u, v) son coordenadas de los puntos M del domi- 
nio citad: z (M) es una función continua en G; G*, la gráfica de 
esta función. Es evidente que la aplicación f del campo G sobre G*, 
definida mediante las relaciones 


z=u, y=0 z=z (u, v), 


es aplicación homeomorfa de este campo sobre el conjunto G*, 

Introduzcamos el concepto de superficie elemental. 

Un conjunto Ф de puntos del espacio tridimensional se llama super- 
Jicie elemental, si dicho conjunto es una imagen del círculo abierto G, 
al realizarse la aplicación homeomorfa de G en el espacio”). 

Con ayuda del concepto de superficie elemental se introduce con- 
cepto de la así llamada superficie simple. 

Introduzcamos, previamente, el concepto de entorno de un punto 
del conjunto Ф del espacio euclideo 2, 


1) Recordemos que recibo el nombro de dominto un conjunto, cada punto del 
cual ез interior. 

2) Se examina aquí el espacio euclideo tridimensional, annque podemos 
estudiar un espacio cuclídeo do cualquier número de mediciones y hablar de la 
superficie bidimensional en este espacio. 
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Se denomina entorno del punto M del conjunto Ф la parte común 
del conjunto Ф y del entorno espacial del punto M. 

El conjunto Ù de puntos del espacio recibe el nombre de super- 
ficie simple, si dicho conjunto es сопехо!) y cualquier punto de éste tiene 
un entorno que representa una superficie elemental. 

Observemos que la superficie elemental es superficie simple, 
pero, la superficie simple no es, en el caso general, elemental, Por 
ejemplo, una esfera es la superficie simple, pero no elemental. 

Formulemos el concepto de superficie general. 

Una aplicación f de la superficie simple G se llama localmente 
homeomorfa, ві todo punto de G cuenta con un entorno el que se 
aplica del modo homeomorfo sobre su imagen. 

El conjunto Ф de puntos de un espacio lleva el nombre de superficie 
general, si es la imagen de una superficie simple, al realizarse su apli- 
cación localmente homeomorfa en el espacio, 

OBSERVACION +. Notemos que los entornos de los puntos en una 
superficie general se introducen como imágenes de los entornos de 
aquella superficie simple, de 
cuya imagen sirve la superficie 
general dada. 

OBSERVACIÓN 2 Es obvio que 
toda superficie simple es super- 
ficie que no se interseca y no 
se coloca sobre sí misma. La 
superficie general puede admi- 
tir líneas de intersección y de т 
autocolocación. Por ejemplo, la 
superficie que se muestra en la fig. 5.1, tiene líneas de intersec- 
ción, pero es imagen localmente homeomorfa de una zona cilíndrica 
y constituye, por eso, una superficie general, 

2. Superficie regular. Introduzcamos el concepto de superficie 
regular (k veces diferenciable). 

Una superficie Ф, cuyos puntos tienen coordenadas £, y, z, se deno- 
mina regular (k veces diferenciable), si para cierto k > 1 cada punto 
de Ф cuenta con un entorno que admite realizar k veces parametriza- 
ción diferenciable. Esto significa que cada uno de los entornos men- 
cionados representa una aplicación homeomoría de cierto dominio 
elemental G?) en los planos (и, v) con ayuda de las relaciones 


z = z (u, 0), y = y (u, 0), 2 = z (и, v), (5.1) 


1) Recordomos que un conjunto зе Паши conexo, si cualesquiera dos puntos 
suyos pueden unirse con uma curva continua compuesta enteramente de los 
puntos de este conjunto. 

2) Un campo G sobre un plano se denomina elemental, si representa imagen 
de un círculo abierto, al reulizarso la aplicación homeomoría de este círculo 
sobre el plano. 
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en las cuales las funciones z (и, v), y (и, v), z (и, v) son К veces dife- 
renciables en el dominio G. 


sea igual a dos. De lo contrario, el punto de la superficio se llama 
singular. 

Un dominio G de un plano se denominará simple, si dicho campo 
es una superficie plana simple. Por ejemplo, un anillo sin frontera 
es un campo simple. 

Diremos que una función f (u, v) pertenece en G a la clase С", 
siompre que es k veces diferenciable y si todas las derivadas parciales 
suyas de orden l son continuas en б. 

Es válido el siguiente teorema. 

Teorema 5.1. Supongamos que en un dominio G del plano (u, v) 
vienen definidas las funciones z (и, v). y (u, v), z (u, v) de la clase C*, 
k> 1, con la particularidad de que el rango de la matriz (5.2) es igual 
a dos en todos los puntos de G. Entonces, las relaciones (5.1) definen en 
el espacio un conjunto Ф que representa una superficie general regular 
sín puntos singulares k veces diferenciable. 

Demostración. Evidentemente, basta convencerse de que con 
ayuda de las relaciones (41 se realiza aplicación localmente homeo- 
morfa del dominio G sobre el conjunto D. 

Sea Ma (Zo, Yo» 20) un punto fijo cualquiera del conjunto Ф que 
corresponde a los valores (Up, г) de los parámetros (и, v) (fig. 5.2). 
Por hipótesis, el rango de la matriz A es igual a dos en el punto 
(ио, vo). Supongamos, para concretar, que en este punto el determinan- 

| Lulu 
te 

E 


de la matriz A es distinto de cero. Por cuanto el determi- 
Diz, y) 


nante citado es jacobiano y se diferencia de cero en el punto 


Д 

(ио, vo), mientras que las funciones z (и, р), y (u, v) tienen deriva- 
das parciales continuas en el dominio С. de conformidad con el teo- 
теша sobre la resolubilidad del sistema de ecuaciones funcionales 
(véase teorema 6.2, v. JI) se encontrará tal entorno Н del punto 
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(ж, Yo) en el plano Оту que dentro de los límites de dicho entorno 
existe la única solución y, además, А veces diferenciable 
u = u (z, y), v= v (z, y) 6.3) 

del sistema 

z(u, 0)—2=0, 

yiu, )—у= 0. 
De lo dicho se deduce que un entorno Н del punto (£o, Yo) ropresen- 
ta una aplicación homeomorfa de cierto entorno С del punto (uo. vo) 
mediante las relaciones z = z (и, v), y = y (и. v) (la aplicación 
inversa de H sobre С se realiza mediante las relaciones (5.3). 


4 


Fig. 5.2. 


Sustituyendo las expresiones (5.3) para u y v en la relación 
z= z (u, v), nos cercioramos de que cierto entorno Ф del punto Mo 
en el conjunto Ф es la gráfica de la función К veces diferenciable 
z = z (u (2, y), v (ж, y) = z (т, y), Esto deja constancia de que con 
ayuda de la función z (2, y) se realiza la aplicación homeomorfa del 
entorno H del punto (ту, у) del plano Oy sobre el entorno mencio- 
nado Ф del punto Me del conjunto Ф. Evidentemente, el entorno G 
del punto (up, г) se aplica del modo homeomorfo sobre el entorno 
Фф dol punto M, en el conjunto Ф"). De otras palabras, Ф representa 
la imagen de G, al realizarse Ja aplicación localmente homeomorfa 


en el espacio, y es, por eso. una superficio general, El teorema está 
demostrado. 


зу Hemos aprovechado aquí Ja afirmación evidente de lo que la realización 
sucesiva de las aplicaciones homeomorías tiene por resultado también una apli- 
cación homeomorfa. 
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Onsenvacios 2 Demostrando el teorema, hemos establecido que 
cada punto М, de una superficie Ф sin puntos singulares tiene un en- 
torno Ф que se proyecta univocamente sobre uno de los planos coorde- 
nados y que, por esta razón, representa la gráfica de una función k ve- 
ces diferenciable (en la demostración del teorema el papel de esta 
función desempeñaba la función 2 (x, y) 

En la fig. 5.2 se muestran los puntos Afe у Na cuyos entornos se 
proyectan unívocamente sobre los planos Оху y Ozz, respectiva- 
mente. 

3. Definición de una superficie con ayuda de las funciones vecto- 
riales. Veamos una superficie regular Ф. Esta superficie representa 


Fig. 5.3. 


cierto conjunto de puntos M de un espacio con coordenadas (т, y, 2) 
(fig. 5.3). Denotemos con г (M) un vector que sale del origen de coor- 
denadas y va al punto M de la superficie. Es evidente que r (M) 
representa aquí una función vectorial del punto móvil (variable) M 
de la superficie!). Esta función se Пата, de ordinario, radio vector 
de la superficie Ф. 

Recurramos a un entorno del punto M que representa una aplica- 
ción homeomoría de cierto dominio elemental G*) con ayuda de las 
relaciones (5.1) (en la fig. 5.3 este entorno está contorneado con 
una línea punteada). Es obvio, entonces, que las coordenadas т (u, v), 


1) La función vectorial puede considerarse como una totalidad de tres 
funciones escalares, La información detallada de las funcionos vectoriales se da 
en е] $1, cap. 12. Haremos uso de esta información a medida que surja la nece- 
sidad. 

2) Un campo С de un plano se llama elemental, si representa Їз imagen 
homeomoría do un círculo abierto. 
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y (и, v), z (u, v) del punto M son coordenadas del vector г (M). Está 
claro que en este entorno ғ (М) será función de las variables u y v: 
r (M) == г (и, v). Siendo Fijo el valor de la variable v, el extremo 
del radio vector r (и, v) describe en el entorno que se considera una 
curva llamada línea u (о línea v = const). Siendo fijo el valor de la 
variable u, el extremo del radio vector г (и, v) describe la línea v 
(línea u = const). Estas líneas u y v se llaman líneas coordenadas 
sobre la superficie Ф en el entorno examinado. 

Así pues, en cierto entorno de cada punto de la superficie Ф puedo 
introducirse un sistema de líneas coordenadas и y v. Este sistoma 


Punto singular Línea de puntos singulares 


Fig. 5.4. 


de líneas coordenadas lleva, además, el nombre de sistema de coor- 
denadas curvilíneas sobre la superficie (con mayor precisión, en un 
entorno que se considera). 

En el $ 1, cap. 12 se da el sentido geométrico de las derivadas 
Fu y Fẹ, de la función vectorial r(u, v). Estos vectores son 
vectores de las tangentes a las líneas coordenadas (véase fig. 5.3). 

Con ayuda de los vectores ғ, y г, puede aclararse el sentido geo- 
métrico de los puntos ordinario y singular de una superficie regular. 

Recordemos que el punto M de una superficie se denomina ordi- 
nario, si en el entorno del punto citado puede introducirse tal para- 
metrización mediante las ecuaciones (5.1) que el rango de la matriz 
A (véase la correlación (5.2)) en esto punto sea igual a 2. Por cuanto 
las filas de la matriz А se componen de las coordenadas de los vecto- 
res г„ y ry, y el rango de A es igual a dos, los citados vectores son 
linealmente independientes. Así pues, un punto ordinario se сагас- 
teriza por lo que en el entorno de este punto puede introducirse una 
parametrización tal que los vectores г„ y r, sean on el punto М 
linealmente independientes. 

En la fig. 5.3 el punto M es punto ordinario de la superficie Ф. 
En la fig. 5.4 se exponen superficies con puntos singulares. 

4. Plano tangente y normal a la superficie, Superficies unilaterales 
y bilaterales. Ya hemos introducido el concepto de plano tangente 
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a una superficie que representa la gráfica de una función diferen- 
ciable z = z (z, y) (véase р. 2, $ 4, cap. 5, v. П). Recordemos que 
el plano tangente en el punto М» se definía como un plano que posee 
la propiedad de que el ángulo formado por dicho plano y la secante 
Mo М (М es un punto arbitrario de la superficie) tiende a cero, 
cuando M tiende а Mo. Hemos demostrado que si z (r, y) es una 
función diferenciable en el punto (хо, yo), en el punto Mo (го, Yo, 
2 (Zo, Yo) de la superficie existe un plano tangente. 

Cerciorémonos de que en cualquier punto ordinario de una su- 
perficie suave existe un plano tangente. Con este fin es suficiente, 
obviamente, establecer que cierto entorno de un punto ordinario de 
Ja superficie representa la gráfica de una función diferenciable. Ahora, 
en el p. 2 del párrafo presente (véase Observación en el p. 2) fue de- 
mostrada esta propiedad para cualquier punto ordinario de la super- 
ficie suave. Por consiguiente, en cualquier punto ordinario de una su- 
perficie suave existe un plano tangente. 

OBSERVACION 1. De la definición de plano tangente a la superfi- 
cic Ф provieno que una tangente en el punto Mo a cualquier línea 
suave!) que está dispuesta sobre la superficie y que pasa por el punto 
М, se encuentra en el plano tangente а Ф, en el punto My de la 
misma. Por cuanto los vectores r, y r, son tangentes а las líneas u 
yv, que pasan por Mo, estos vectores se disponen en el plano tangen- 
te, a saber, en el punto Mo. 

Introduzcamos el concepto de normal a la superficie Ф en el 
punto Mo. 

So denomina normal a la superficie Ф en el punto Mo a una recta 
que pasa por М» y es perpendicular con relación al plano tangente 
en Mo. Se Mamará vector de la normal a una superficie en el punto 
Mo cualquier vector no nulo que sea colineal respecto de la normal 
en Mo. 

Supongamos que Mo es un punto ordinario de la superficie suave 
Ф y que cierto entorno Ф de este punto está definido con ayuda de 
una función vectorial г (u, v) tal que los vectores т, y r, en el punto 
М, no sean colineales. En este caso, evidentemente, 


N = {гг (5.4) 
será vector de la normal a la superficie, y el vector 


= 15:79] 
n= iruri бз) 
es vector unidad a la superficie. 
OBSERVACION 2 Рог cuanto la superficie es, por hipótesis, suave, 
la función vectorial / (и, v) y la función vectorial л (и, v), definidas 


2) Una línea L se llama suave, si puede definirse con ayuda de una función 
vectorial г (0) de la clase Gt, para Ја cual г” (t) = 0 (véase la información más 
detallada en el $ 2, cap. 12). 
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con ayuda de las relaciones (5.4) y (5.5), respectivamente, serán con- 
tinuas. De este modo, en cierto entorno de todo punto de una super- 
ficie suave existe un campo vectorial continuo de normales. 

Surge, naturalmente, wna cuestión de si toda superficie suave 
cuenta con un campo vectorial continuo global de normales. Resulta 
que hay superficies, sobre las cuales no existen campos vectoriales 
continuos globales de normales. Como ejemplo de tal superficie 
puede servir la así llamada 
cinta de Moebius!) ilustrada por $ p 
la fig. 5.5. (Esta superficie se | ERES | 
obtiene a partir de un rectángulo е Al 
ABB'A” pegando los lados АВ y „ә 
A'B' де un modo tal que queden ` 
coincididos los puntos А у B' y 
los А’ y В (véase fig. 5.5). 

Las superficies, sobre las 
cualos existe un campo vectorial 
continuo global de normales, 
se llamarán bilaterales. Las su- 
porficies privadas de tal campo global, se llamarán unilaterales. 

Un plano, una esfera, un elipsoide, un hiperboloide de un casco 
son las superficies bilaterales; la cinta de Moebius es la superficie 
umlateral. 

En lo que sigue se examinarán sólo superficies bilaterales. 

5. Lemas auxiliares. En este punto demostraremos algunas afir- 
maciones que nos harán falta en adelante. 

Lema 1. Sea Му un punto ordinario de la superficie suave Ф. 
Entonces, un entorno del punto My se proyecta univocamente sobre un 
plano tangente trazado en cualquier punto de este entorno, 

DEMOSTRACION. Cerciorémonos de que la propiedad mencionada en 
el lema la poseo, por ejemplo, m entorno Ф del punto Ma, en cuyos 
márgenes una normal en todo punto forma con la normal en My un 
ángulo menor que 4, y que se proyecta sobre cierto círculo en uno 
de los planos coordenados (por ejemplo, en Ozy)). Notemos, prime- 
то, que las normales en cualesquiera puntos de Ф forman un ángulo 
inferior a 2/2. Luego, admitamos que Ф no posee la propiedad cita- 
da. En tal caso, para cierto punto M de Pse pueden encontrar tales 


2) A. Moebius (8790—1868), matemático alemán. 

зу La posibilidad de elegir Lal entorno Ф se deduce de los razonamientos 
siguientes. En el punto antecedente se ha notado (véase Observación 2) que en 
sierto entorno del punto ordinario de una superficie existo un campo, vectorial 
continuo de normales. Рог eso, en un entorno suficientemonte pequeño de Mo 
las normales forman con la normal еп М, un ángulo inferior a 1/4. So ha esta- 
blecido también que cierto ontorno de Mo se proyecta univocamente sobre wa 
plano de coordenadas. Es evidente que en este entorno se tience una parte que 
se proyecta sobro cierto círenlo en el plano coordenado. 
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puntos P y 0 do Ф, que la cuerda PQ sea paralela a la normal nsr 
en M (fig. 5.6). Veamos la línea de intersección de Ф con un plano 
que es paralelo a Oz y que pasa рог PQ. La parte PNQ deesta 
línea se dispone en Ф (por la elección del entorno Ф) y representa la 
gráfica de una función diferenciable definida en un segmento que 
es proyección de PQ sobre el plano Оху. Según el teorema de La- 
grange, una tangente en cierto punto N de la citada parte es parale- 
la a la cuerda PQ y, por tanto, paralela a la norma) лу en M. Mas, 
en este caso la normal en N (que 
es perpendicular con relación a la 
tangente mencionada) forma con 
la normal еп M un ángulo 1/2, 
lo que no es posible, puesto que 
las normales en cualesquiera dos 
puntos de Ф (incluidos los pun- 
tos M y N) forman un ángulo 
inferior a a/2. La contradicción 
obtenida nos convence de la vali- 
dez del lema el cual queda. pues, 


demostrado. 
2 Introduzcamos el concepto 
Fig. 5.6. de superficie completa. Una su- 


perficie Ф se llama completa, si 
cualquier sucesión fundamental de puntos de esta superficie converge ha- 
cia cierto punto de la superficie Ф. 

Un plano, una esfera, un elipsoxde, un hiperboloido do un casco 
son ejemplos de las superficies completas. Un círculo sin frontera. 
cualquier conjunto abierto conexo en una esfera son superficies in- 
completas. Las superficies completas limitadas y las partes cerradas 
limitadas de las superficies completas se llamarán en lo sucesivo 
superficies completas limitadas. 

Diremos que una parte de Ф tiene dimensiones inferiores a $, si 
dicha parte se ubica en el interior de cierta esfera cuyo diámetro es 
menor que б. 

Resulta válido el siguiente lema. 

Lema 2. Sea Ф una superficie completa limitada suave sin puntos 
singulares. Existe un 6 >0 tal que cualquier parte de D, cuyas di- 
mensiones son menores que 5. se proyecta univocamente sobre un plano 
tangente que pasa por cualquier punto de esta parte. 

DEMOSTRACION. Admitamos que la afirmación del lema no es cierta. 
En tal caso, para cualquier 8, = 1/п, п = 1, 2, ... puede indi- 
carse una parte Ф, de la superficie Ф, cuyas dimensiones sean infe- 
riores a ôn, y que no se proyecta univocamente sobre un plano tan- 
gente en uno de sus puntos. Elijamos en cada parte Ф, un punto 
М, у separemos en la sucesión {М„ ) una subsucesión que sea con- 
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vergente hacia cierto punto My de la superficie Ф!). Examinemos un 
entorno dol punto Mo que satisface las condiciones del lema 1. Siendo 
n suficientemente grande, este entorno contendrá cada parte Dn- 
Mas, en tal caso dicha parte ha de proyectarse sobre un plano tan- 
gente (en cualquier punto suyo). lo que contradice el modo de elegir 
las partes Ф,. El lema está demostrado. 

Resulta válido el siguiente lema. 

Lema 3. Sea D una superficie completa limitada y suave sin puntos 
singulares. Existe un б > О tal que cualquier parte де Ф, cuyas dimen- 
siones son inferiores a б, se proyectan univocamente sobre uno de los 
planos coordenados. 

ў бетон de este lema es sumamente análoga a la del 
loma 2. 

Lema 4. Sea Ф una superficie completa bilateral limitada y suave 
sin puntos singulares. Cualquiera que sea e > 0, pueden indicarse tal 
5 > 0 que para el coseno del ángulo y entre los vectores unidad de las 
normales en cualesquiera dos puntos de una parte arbitraria Ф dela 
superficie cuyas dimensiones son menores que 8, sea justa una repre- 
sentación 

cos y = 1 — аф, (5.6) 
donde | ap | <2. 

оемоѕткАСІОХ Examinemos un campo de normales unidad л (М) 
que es continuo en Ф (tal campo existe, pues Ф es una superficie bila- 
tecal). La función vectorial z es uniformemente continua, puesto 
que Ф es superficie completa limitada, рог lo cual representa un 
conjunto cerrado acotado. Por eso, cualquiera que sea e >0, se 
puode indicar tal 6 > 0. que para dos puntos arbitrarios M, y Ma 
de la superficie Ф, Їа distancia entre los cuales es menor que б, se 
verifique Ja desigualdad 


|a (M) — n (М) | < V Ze. (5.7) 
Por cuanto 
совт 1—5 (п (M) — п (MOP, 
suponiendo que 
ао = 5 (n (М3) n (M,))? 


y haciendo uso de la desigualdad (5.7), nos convencemos de la vali- 
dez de la relación (5.6). El lema está demostrado. 


+ Por cuanto Ф ез una superficie completa limitada, puede clegirso tal 
subsucesión. 
2) Se han aprovechado las siguientes correlaciones" 
пМу=4, m(MI=4. n(M)n (My) =c087, 


+ (Main MR (ar (AL) — 2n (MA а (MO? (AD). 
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$ 2. Area de una superficie 


1. Concepto de área de una superficie. Sea Ф una superficie com- 
pleta limitada bilateral. Dividamos Ф, mediante unas curvas suaves 
а trozos, оп un número finito de partes Ф,, cada nna de las cuales se 
proyecta unívocamente sobre un plano tangente que pasa рог cual- 
quier punto de la citada partet). Dosignemos con А la máxima de las 
dimensiones de las partes Ф,, y con оу, el área de la proyección de 
Ф, sobre un plano tangente en cierto punto M; de la parte Ф,. For- 
memos a continuación una suma ))0, de todas las áreas mencionadas. 

T 


Formulemos las siguientes definiciones. 
Definición 1. Un número с se llama límite de las sumas Y. о; para 
T 


А —> 0, si con cualquier e > 0 puede indicarse un 6 > 0 tal que para 
todas las particiones de ®, mediante unas curvas continuas a trozos, en 
un número finito de partes Ф, para las cuales A <<, independiente- 
mente de cómo se eligen puntos М, en las partes Фу, se cumpla ила 
desigualdad 


(5.8) 


|594 

Definición 2. Si para una superficie Ф existe ип límite а de las 

sumas У) o, para А —> 0, la superficie se llama cuadrable, y el ni- 
T mero а se denomina área de la 
superficie. 

Nuestra tarea inminente con- 
siste en aclarar las condiciones 
suficientes de cuadrabilidad de 
la superficie. Demostremos que 
las superficies completas suaves 
bilaterales limitadas son cua- 
drables. Demosa conocer, de paso, 
el aparato de cálculo con ayuda 
del cual pueden calcularse las 
áreas de las superficies, 


Б Parece natural, а primera vista, 

Fig. 5.7. abordar la cuestión de área de una 

superficie aproximando la superficio 

dada mediante los poliedros, Sin emburgo, este camino no nos leva al objetivo, 
He aquí un ejemplo que se debe a Schwarz ?) y que muestra que las áreas de 
los poliedros inscritos en wna superficie suave pueden crecer indefinidamente 
a medida que aumente el número de aristas y disminuyan sus dimensiones, 
Sea Ф una zona cilíndrica (fig. 5.7). Dividamos Ф, mediante unas cireun- 
forencias paralelas a las hases de Ф, еп n partes iguales. Cada una de estas 


2) La posibilidad de tal partición so garantiza por el lema 2 del punto 
antecedente. 
2) Н.А. Schwarz (1843—1924), matemático alemán. 
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quiera que sea m fijo, el área del poliedro citado Ф„, 
veces mayor que el área de la proyección de dicho ро 


2. Cuadrabilidad de las superficies suaves. Demostremos el si- 
guiente teorema. 

Teorema 2. Una superficie completa suave bilateral limitada sin 
puntos singulares es cuadrable. 

DEMOSTRACION. Supongamos que sobre la superficie Ф puede ser 
introducida una parametrización regular única. (En este caso el 
radio vector r (М) de un punto móvil (variable) de la superficie Ф 
representa una función г (и, v) de la clase C! 1), definida en cierto do- 
minio cerrado y limitado © del plano de variables и y v. Las deriva- 
das parciales r y г, de la función г (и, v) son funciones vectoriales 
continuas que no dependen de cómo se eligo el sistema rectangular 
cartesiano de coordenadas en el espacio. Por eso, el valor de la in- 


tegral f { | bryr,] | ди de tampoco depende de la elección del siste- 


a 
ma cartesiano de coordenadas en el espacio. Demostremos quo la su- 
perficie Ф es cuadrable y su área es igual а о. 

Sea e un número positivo arbitrario que en nuestros razonamion- 
tos ulteriores se considera fijo. Determinemos, según dicho e > 0, el 
número б >> 0, partiendo de las siguientes exigencias: 1) cualquier 
parte Ф, de la superficie Ф, cuyas dimensiones son menores que б, 
so proyecta шїї vocamente sobre un plano tangente en cualquier pun- 
to de la parte Ф,; 2) el coseno de ángulo y entre los vectores unidad 
de las normales en cualesquiera dos puntos de la parte Ф, puede 
expresarse en la forma 


cos y = 


аф, (5.9) 


donde | аа, | < e/o, у | ар, | <1. La posibilidad de elegir tal ô >0 
se garantiza por Jos lemas 2 y 4, р. 3 del párrafo antecedente. 
Veamos una partición arbitraria de Ф mediante curvas suaves a 
trozos en un número finito de partes Фу, cuya dimensión máxima А 
no sobrepasa б. Por cuanto existe en Ф una parametrización única, a 
la partición dada Ф en las partes Ф, le corresponde la partición del 
сатро Q en las partes Q,. En cada parte Ф, elegimos un punto arbi- 
trario M; y designamos con o; el área de la proyección de la parte 
Ф, sobre el plano tangente en el punto M;. Con el fin de calcular 
G, procedamos del modo siguiente, Elijamos un sistema cartosiano 
de coordenadas de una manera tal que su origen coincida con My, 


т) Aquí sobregatendemos que сайа componente de la función r (u, v) porte- 
тесе а la clase СЇ. 
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el eje Oz esté dirigido a lo largo del vector de la normal a la su- 
porficie en M,, y los ejes Oz y Oy, estén dispuestos en el plano tan- 
gente mencionado, En este sistema de coordenadas la superficie se 
definirá mediante las ecuaciones paramétricas т = z (u, v), у = 
= y (u, v), z = z (и, v), mientras que el vector (г„г„} cuenta con las 
coordenadas (A, B, С}, donde 


Yu 5 
Ye Zo 


A (5.10) 


Notemos que para los puntos de la parte Ф; la magnitud С es posi- 

tiva, C > 0, lo que se debe a la elección adecuada de ô y la orien- 

tación citada del eje Oz. Señalemos, además, que el coseno del án- 

gulo Yar formado por la normal en el punto M de la parte Ф, y el eje 
с ез 


созу = (5.14) 


E 

Пеште“ 
Está claro que el ángulo ya es él que se forma por las normales en 
los puntos M y M, de la parte Фу, por lo cual para dicho ángulo es 
legítima la representación (5.9). 


Volvamos a la integral | { | lr,7,) | du do, la cual no dependo, 


i 
evidentemente, de cómo se eligen las coordenadas cartesianas еп е} 
espacio. Haciendo uso de que C es positiva, obtenemos a partir de 
las fórmulas (5.10): 


И leur lidad 0 Y Шеш. жк tudo 542 
z 9 Zo Yo 


Aplicando a la integral en el segundo miembro de (5.12) la primera 
fórmula del valor medio en la forma generalizada, obtenemos 


онаа ER ) Иа 


a, 7" 
i Zo Ve е 


[аи dv, (5.43) 


donde M es un punto de la parte Ф,. 


Puesto que 
Hirurei ү 4 
Ta | ) cos үзг 
м 


Жобо 
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(véanse (5.10) y (5-11), y $ 152] 0udo=0,9, de la fór- 
а 
mula (5.13) y representación (5.9) para соз yay encontramos 


o= f $ rural dudo — {{ аъ Пла dudo. (5.14) 
а 


2 
Sumando las igualdades (5.14) para todas las partes Ф, y tomando 
en consideración que У, { { Ше i dudv = $55 еа du de = о, 
a 


tenemos 


$ { АССА (5.15) 


Estimemos el último sumando en el segundo miembro de (5.15). 
Tenemos 


[3 ў ао, нет аа |< 
а а 


Ж $5 [20,1 ет du do<-E Y $ ПТА 
а? н o 


De aquí у de la igualdad (5.15) obtenemos 
| Yo —o | <et. 


Así pues, la superficie Ф es cuadrable y su área es igual a о. 

Se ha examinado, pues, el caso en que sobre la superficie Ф puede 
ser introducida una parametrización única. En el caso general, la 
superficie Ф puede dividirse en un número finito de partes, en cada 
una de las cuales puede introducirse la parametrización única), 
después de lo cual el área de la superficie puedo hallarse como suma 
de reas de las partes mencionadas. El teorema está demostrado. 

OBSERVACIÓN 1 Supongamos que Ф es una superficie suave а Lrozos, 
es decir, está compuesta de un número finito de superficies bilatera- 
les completas limitadas suaves. Es obvio que la superficie Ф es cua- 
drable: su área puede ser determinada como suma de áreas de las 
superficies que la integran. 


1) Se ha aprovechado la fórmula para el área de un dominio plano, al pasar 
de las coordenadas (z, y) а las (и. v? con ayuda de las sulaciones = = = (4 9), 
v= yla б. 

Se puede recurrir, vor ejemplo. al loma 3, р. 3 del párrafo anterior. Do 
acuerdo con este lema, Ф puede dividirse en un número finito de partes, cada 
una de las cuales se proyecta unfzocamente sobre cierto plano coordenado у, de 
esta manera, sirve de gráfica de wna función diferencioble, 
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observacion 2 Al demostrar el teorema 3.2, hemos establecido 
que si en la superficie Ф puede introducirse una parametrización 
única y si de campo de definición del radio vector г (и, v) de la su- 
perficie Ф sirve un campo limitado cerrado Q del plano (и, о), el 
área о do la superficie puede hallarse según la fórmula 


o= ў { тыға du de. (5.16) 
a 


Si es que z = z (u, v), y = y (u, v), z = z (и, v) son ecuaciones pa- 
ramétricas de la supe: , el vector [г„г„] tendrá las coordenadas 


(А. В, С) que se definen por las relaciones (5.10). Por cuanto 
lirar) | = VAF ЕЕ a, la fórmula (5.16) puede ser escrita 
en la forma siguiente 


o= | VEFE FO dudo. (5.17) 
л 


Al emplear las designaciones 
=E, гаг, =Е, ri=G, 
y la fórmula 
di 
VA 


luret YA 


podemos escribir en la si, 
área de una superficie 
ç 
о={ V 
Si 
observación 3 El área de una superficie posee la propiedad de 
aditividad: st una superficie Ф está dividida, mediante una línea suave 
a trozos, en las partes Ф, y Ф, que no tienen puntos interiores comu- 
nes, el área о de la superficie © es igual a la suma ау + 0 de áreas de 
las partes Фу y Ф,. Esta propiedad se predetermina por la represen- 
tación de un área con ayuda de la integral y por la propiedad de 
aditividad de la misma. 


iente forma la expresión (5.16) para el 


7 du dv. (5.48) 
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1. Conceptos de las integrales de superficie de primera y segunda 
especies. Sea Ф nna superficie bilateral completa limitada y suave. 
Supongamos que sobre Ф está definida una función f (М) del punto 
М de la superficie Ф. Denotemos con л (М) un campo vectorial con- 
tinuo de normales unidad con relación а Ф. 

Sirviéndonos de unas curvas suaves a trozos, dividamos la su- 
perficie Ф en las partes Ф; y elijamos arbitrariamente un punto M; 
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vn cada una de las partes mencionadas, Introduzcamos las siguien- 

A, dimensión máxima do las partes Фу; ау, área 
de D Xe Yi, Zi ángulos que forma con los ejes coordenados 
el vector ж (My. 


Formemos cuatro sum 


Ф, М} Улм). (5.19) 
Ф, м, Z} =P) гоз Жо, (5.20) 
HOn Mi. Yy=2 О) cos Yidi. (5.21) 
HOn Mi Xa} -D ТОМ 0) cos Xio (5.22) 


Para cada una de estas sumas se introduce el concopto de limite 
гоп Л — U, Enunciemos este concepto para las sumas (5.19). Para 
las sumas (5.20). (5.21) y (5.22) el concepto de límite se enuncia 
análogamente. 

Definición. Un número I se denomina limite de sumas 1 (Di, Mi} 
con №—-0, зі para todo e >O puede indicarse tal $ 2 0. que para 
sualesquiera particiones de la superficie V, mediante unas curvas sua- 
ves а trozos, en un número finito de las partes D,. cuya dimensión 
máxima A es inferior а б, independientemente de cómo se eligen los 
puntos М, en las partes Ф, se cumpla la desigualdad 


{Фе M)— <e. 


Bl límito Z de las sumas 7 {Ф,, М} con A =0 recibe el nombre 
de integral de superficie de primera especie, de la función f (АГ) exten- 
dida » la superficie Ф, y хе denota del modo Siguiente. 


F 


55 HO) до. (6.23) 
R 


Si (2, y, 2) representan las coordenadas del punto ЛГ sobre la sup 
ficíc Ф, para f (АГ) puede emplearse la designación / (2. у, 2). 
esto coso la fórmula (5 23) puede escribirse өп la forma 


1- Siro. ЖҮЛ (5.24) 


Los límites de las sumas 2 {@;, Mi, Ж}. 1 40i Mo Yi} e 
1 {D Mi, Ху}, cuando \ — 0, se denominan integrales de superfi- 
cie de segunda especie de la función f (М) por la superficie Ф. Рага 
dichas integrales extendidas a la superficie Ф, se emplean las desig- 
кыла 
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naciones 
$ M) eos Z do {} М) cos Y do, pam с 
$ 10) FM) cos У 4 {} CM) cos А а 


о las análogas а la designación (5.24). 

OUSERVACIÓN 1. De la definición de fntegral de superficie de pri- 
mora especie proviene su independencia del modo de elegir la orien- 
tación del campo vectorial de normales unidad а la superficie, w, co- 
mo suele decirse, de la elección del lado de la superficie. 

овзиқулсом 2 La integral de superficie de segunda especie de 
pende del modo de elegir el lado de la superficie: al cambiar la orien- 
tación de campo vectorial de normales por la opuesta, todas las 
tres intogralos de superficie de segunda especie cambian >n signo 
por el opuesto. Esto se debe a que en cada una de las sumas (5.20), 
(5.21) y (5.22) los valores de f (М) y de a, no varían al cambiar la 
orientación, mientras que los valores de los cosenos de los ángulos 
«ue forma la normal п (M;) con los ejes coordenados cambian su 
signo por el opuesto. 

onsenvAcióN з Elegido el determinado lado de la superficie, 
las integrales de superficie de segunda especie pueden, obviamente, 
considerarse como integrales de superficie de primera especie ел- 
tendidas a la superficie Ф de las funciones respectivas/ (M) cos Z (M). 
1 (M) cos У (М), } (М) cos X (M). En efecto, elegido el doterminado 
lado de la superficie, cos Z, cos Y, cos X representan funciones Че} 
punto M de la superficie Ф. 

2. Existencia de las integrales de superficie de primera y segunda 
especies. Supongamos que una superficie Ф satisface las condiciones 
enunciadas а] principio del p. 1 de esto párrafo. Elijamos en @un 
lado bien determinado. Con arreglo a la Observación 3 del punto 
anterior, siendo elegido un determinado lado de la superficie Ф, 
las integrales de superficie de segunda especie pueden considerarse 
como integrales de primera especie. Por eso, las condiciones suficien- 
tes de existencia se formularán por nosotros sólo para las integrales 
de primera espoci 

Rosulta sor lícito ol siguiente teorema. 

Teorema 5.3. Supongamos que en la superficie Ф puede introdu- 
cirse una parametrización única mediante las funciones 

z= z (u, v), y = y (и, v), 2 = 2 (и, г), (5.25) 


definidas dentro de un campo cerrado limitado Q del plano (ч, v) y 
pertenecientes a la clase C* en dicho dominio. Si una función ) (M) = 
= f (z, y, 2) es continua sobre la superficie Ф"). la integral de super- 


1) El concepto de continuidad do una función del punto М !dolinida sobre 
cierto conjunto {M } on el espacio Ге enunciado en el р. t, $ 3, cap. 5, у. П. 
Da = que se considera el papel del conjunto {M } lo desempeñ la super- 

cie Ф. 
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licie de primera especie, extendida а la superficie Ф, de la función 
citada existe y puede calcularse según la fórmula 


г {мудо = { { fletu 0), ute, э). 
„ 


z(u, ўу y EGF du до"). 


DEMOSTRACIÓN. Hace falta probar que, cualquiera que sea e > 0) 
puede indicarse tal 6 > 0 que para toda partición Ф, mediante cu: 
vas suaves a trozos, en nn número finito de partes Ф,, para la cual 
A < б independientemento del modo de elegir los puntos M; en las 
partes Фу, se verifique la desigualdad 


TD, м) флеш, o), y(u, куз(и, 0) V ЕС F dudv| <e. 
G 


(5.27) 


Soa e un número positivo fijo cualquiera. Elijumos, basándonos 
en dicho e > 0, un número 8* `> 0 tal que se cumplan las siguien- 
tos dos condiciones: 


1) Para cualesquiera dos puntos (шү, г) y (us. 1) del campo Q 
dispuestos a una distancia inferior a $* uno del otro, so verifique la 
desigualdad 


ЕФ, 7966, 5) — Pen 0) 


-V Eu, v) C tün v) = PT 00) |< рар. (6.28) 


donde A es un númoro positivo superior al máximo de la función 
IfM) |, y P, el área del campo О. 

2) Para cualquier partición de Q, mediante curvas suaves a tro- 
zos. en un número finito de partes ©,, cuyas dimensiones son infe- 
riores a ô*, y para cualquier elección de los puntos (1,, v4) dentro de 
los márgones de cada parte Q;. se verifique la desigualdad 


| у бин), y фиш), (ue VET IO (Ta, бү) 0? — 


-$f Jiz, u, v), yla, 1), z(u, 0) V EG Fè dude 
h 


en Ja cual of son las áreas de las partes 2). 


з) 4 (z (и, 0), y (u, 0), з (и, 19) os una función obtenida mediaute la super- 
posición Че las funciones Y (z, y, 2) y z = z (u, у v = y lus б} 2 = ali М. 

m virtud del teorema do собів: іда de una fnnción compuesta, esta función 
es continua en el campo 


10. 
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La posibilidad de elegir 8* adecuado se garantiza por la propie- 
dad de continuidad uniforme de la función V E F*, continua y 
acotada dentro del campo cerrado О, y por la propiedad de inte- 
grabilidad do la función f (x (u, r}, y (w, 0, z(u, 0) VEG = 
que es continna en el campo Q. 

Determinemos, а base de ô* >0, un número $ > 0 tal que a 
cualquier partic de la superficie Ф, mediante curvas suaves a tro- 
zos, en un número finito de partes Ф,. cuyas dimensiones sou into 
riores a б, le corresponda una partición del dominio Q en un número 
finito de partes Q,, cuyas dimensiones son menores que 5%. La posi- 
bilidad de elegir tal 8 la asegura el hecho do que la superficie (D 
representa una aplicación homeomorfa del dominio Q, y, por око, a 
toda partición de Ф, mediante curvas suaves a trozos, en un número 
finito de partes Ф, le corresponde una partición de 9, medianto 
curvas suaves a Lrozox. оп un número finito de partes Q, Ен osto 
caso, <1 la dimensión máxima do las partes (р, tiende а сего, lo hace 
también la dimensión máxima de las partes О, 

Veamos, ahora, uva partición de Ф, mediante curvas suaves а 
trozos, en un número finito de partes (P,, cuya dimensión máxima А 
satisface la desigualdad A << т, donde $ = 0 está elegido a base de 
ö* do una manera descrita más arriba. Formemos para dicha parti- 
ción una suma Z (Ф. Му}, haciendo uso de sn expresión (5.19). 


Por cuanto cl área a; de la parte Ф, es igual a | È 1 EG F du de. 


а, 
entonces, al denotar las coordenadas dol punto M; өп la parte 
D; con (т (иу, ti), y (Ur. vi), 2 (у, 01), obtendremos 


HOn, M) D (а 0u, vi) иби, 00). 


zu, 00) Y КЕ 


e 


F du de. 


Al emplear el teorema del valor medio para las integrales que figu- 
ran en el segundo miembro de la última relación, podemos, obvia- 
mento, transformar dicha relación del modo siguiento: 


ІФ, My freu б), ytu, v) z(u, п) EG- Fidu do 


= [J паа. 00. иб. veh 30. 60) 


xh (и 
{ооо иш. o). 


DE lu. 0) — Риу, б) оф 
(и. o) 1 El 76 
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+E (сш, гу). yl. эң), ziun v) 


—V Eli, cG (и. су — F (u, ь)]о]. 


De la última igualdad obtenemos fácilmente, соп ayuda de las des- 
igualdades (5.28) y (5.29), la desigualdad (5.27). El teorema está 
demostrado. 

onsirvación 1. Es evidente que para el cálculo de la integral de 


suporbicie de segunda especie Y \ / (2, у, 2) cos Z do. podemos, des- 


% 
pués de elegir un lada determinado de la superficie Ф, emplear la 
siguiente Fórmula: 

5 Mx, и. 3) cos Z do 

S 


(флеш. ку, plu, 0), жан. су Y EG FA 
t 


ns Z dudo. 15.30) 


Las fórmulas análogas quedan en vigor para dos otras integrales de 
кире сіе de segunda especie. 

imsrmvAcióN 2. Supongamos que la snperficie Ф es la gráfica de 
una función 2 = т (т, y) perteneciente en el campo D de su defim- 
ción а la clase C*. Elijamos sobre la superficio Ф aquel lado, рага el 
«nal el vector unidad de la normal и (A) de la superficie forma соп 


а E ca Z = i. Ж > 
el eje 978 ángulo agudo. En esto caso cosZ = туруу Чо 
dep -® ‚а — E. Sea R (z, y. z) una función continua definida 


en la superficie Ф. Entonces, teniendo presente que a lítulo de Jos 
parámetros u y v en la superficie se toman т e y (la superficie ( se 
define рег las ecuaciones paramétricas х = л. y “y 3 
alu y) y КЕС Р -yi Fp a F. podemos escribir la 
fórmula e. 30) en la siguiente forma: 


(fu, ГА zjeosZdo= | | ne, y. ziz, ўз у IFA 


1 
VIF! 0 


La observación cilada explica la siguiente notación para una iute- 
gral de superficie de segunda especie: 


55 Ríe, 20200 || на, у, уйлау. 6.30 
ч x 


х 


dedy- 55 Ríe, у. zit. y) dr dy. 


n 
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Notemos que la designación (5.31) se emplea también en el caso en 
que Ф no constituye la gráfica de la función 2 == z (zx, y). 

Examinaromos en lo sucesivo integrales de superficie de segunda 
especie del siguiente tipo: 


ў $ (Р cos X +Q cos Y + R cos Z} do. 


Las integrales de este tipo se designarán también del modo si- 
guiente: 


і $ Pdydz+Qdzd1+Rdz dy 


OBSERVACIÓN 2. Los conceptos de integrales de superficie de pri- 
mera y segunda especios se extienden, por supuesto, al caso en que 
la superficie Ф es suave a trozos. Para las superficies do tal índole 
queda válido, ovidentemente, el teorema de existencia demostrado 
en este punto. 

3. Integrales de superficie de segunda especie que no dependen 
del modo de elegir el sistema cartesiano de coordenadas. Basándonos 
en Ja definición de integrales de superficie de la primera y segunda 
especies, podemos concluir que la integral de primera especie no 
depende de cómo se eligo el sistema cartesiano de coordenadas en 
un espacio, mientras que las integrales de segunda especie sí depen- 
den de la elección del último, pues, al cambiar el sistema de coor- 
denadas, varían los valores de los cosenos de los ángulos que forma 
la normal п (47) con los ejes coordenados. 

En el caso on que sobre una superficie sea dada una función vecto- 
rial, se puede señalar un acceso más general al concepto de integral 
de superficie de segunda especie que nos permite hablar, en un son- 
tido determinado, de que el valor de la integral mencionada no de- 
pende de cómo se elige en un espacio el sistema cartesiano de coor- 
denadas. 

Así pues, admitamos que sobre una suporficie bilateral completa 
limitada Ф viene dada una función vectorial continua r (M). Elija- 
mos en Ф un lado determinado y denotemos con л (M) el campo voc- 
torial do normales unidad a Ф. 

Es obvio que el producto escalar r (M) n (M) representa nna fun- 
ción escalar continua que está definida en la superficie Ф y que, por 
esta razón, no depende de cómo se elige en el espacio el sistema 
cartesiano de coordenadas. Por consiguiente, la integral de superfi- 
cie de primera especie de esta función 


SA r(M) n(M) do 
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es independiente de la elección del sistema cartesiano de coordenadas 
en el espacio. Recurramos a la notación coordenada del producto 
escalar r (M) п (M), considerando que el vector г (M) tieno por sus 
coordenadas P, Q. R. Por cuanto las coordenadas del vector п (М) 
son iguales a cos X, cos Y, cos Z, resulta 


r(M)n (М) = P cos X +Q cos Y -- R cos 7, 
y, por eso, 
{1 r(M)n(M) do — И $ (РсокХ + Ф cos Y + R cos Z) de. 
x > 


La integral en el segundo miembro de la última igualdad representa 
uma хита de tres integrales de superficie de segunda especie y se 
llama, corrientomente, integral general de superficie de segunda espe- 


rie Por consiguiente. la integral | | r (M) п (47) de también puede 
а 
llamarse integral general de superficie de segunda espocio. 
OBSERVACIÓN t- Si sobre la superficie Ф vienen dadas tres foncio- 
ves escalares P, О y R, entonces а la integral Y Y (P cos X 4 
è 
-| Q cos Y -+ R сох Zido se le puedo atribuir una forma invariante 


(no dependiente) del sistema de coordenadas, considerando que P, 
Q y В son coordenadas de ciorta función vectorial r (Af) definida en 


lu superficie y escribiendo dicha integral en la formal \ r (W) 
Г 


< и (А) de. Notemos que procodiendo do esta manera, vosotros im- 
ponemos una ley determinada de transformación do la expresión 
уга], al pasar al nuovo sistema cartesiano de coordenadas. 
En este caso obtendremos nuevas coordenadas del vector г (АГ) que 
se calculan de acuerdo con las reglas conocidas por cl curso de la 
geometría analítica. No obstante. tal forma invariante de notación 
de Ja integral de superficie «nelo ser muy cómoda en diferentes apli- 
caciones. 

OBSERVACION 2 Notemos que la integral genoral de superficie de 


«segunda especie | | r(M) n (АР) do es numéricamente igual a una 
\ g 


E 
magnitud que en la física se Лата lujo del vector г (1/) a través de 
la superficie (p 


Саришо 6 


OPERACIONES PRINCIPALES DE LA 
TEORÍA DEL CAMPO 


En este capítulo se estudiarán los campos escalares y vectoriales 
Se analizan operaciones principales de la teoría del campo. 


$ 1. Transformaciones de las bases y de las coordenadas. 
Tnvariantes 

1. Bases de vectores recíprocas. Coordenadas covariantes y con- 
travariantes de los vectores, Sea г / 1,2, 3, una base de los vec- 
tores de un espacio tridimensional!) (para wn plano el subíndico 2 
Loma los valores 1 y 2). Una basert. k= 1, 2.3% se Мата reciproca 
de Ja base гу. si se verifican las relaciones?) 

1, dk, 
о, ек 


пи =ð ELEAL 16.4) 
El símbolo 8) Heva el nombre de Kronecher”) 

Surge una cuestión de existencia y unicidad de la baso recipro- 
ca. La respuesta es ро para la base dada т еліме la único hase 
recíproca r". 

Cerciorómonos, por ejemplo, de que el vector г! se defino de un 
modo único. De acuerdo con (6.1), este vector es ortogonal con rela- 
ción а los vectores rg y ry Esto detormina univocamente la línea 
de actuación del vector ға. Lnego, a partir de la condición rr! - 1 хе 
determina de un modo único el propio vector г. Por analogía se cons- 
truyen unívocamente Jos vectores r? y r*. Para convencerse de que 
los vectores ri, ri, 13 forman una base, basta demostrar quertrirt ч 0, 
De acuerdo con el teorema sobre el producto de determinantes, 


rri rr? rr? 100 
(rrars) (rtrir?) =| rar’ rar? rar? |= 101 0[=1, (6.2) 
rat re? ra| |0011 


Por cuanto Firea Æ © (los vectores гу, гу. Fa forman una base), de 
las correlaciones (6.2) se deduce que también гіл 0. 


1) Recordemos que lus vectoresry. г, г forman una base, si no son coplano- 
res, es decir, si su producto mixto ryrarg по es nulo. 

3) Siempre en este capítulo: con ef simbolo sb se denota producto escalar 
de los vectoresa y b; con el símbolo abe, producto mixto de las vectores a, b. y e; 
соп el simbolo [ab] зе denota producto vectorial de los vectores а y b. 

З) L. Kronecker (1823—1891), matemático alemán 
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OBSERVACION +. Si una base r; es ortonormal, la base recíproca 
rk coincide con la base dada ғу. 

Es fácil convencerse de que Jos vectores rè de la base recíproca 
en un espacio tridimensional pueden hallarse con ayuda do las re- 
lacrones 


AI AA 
"у гуз ЕЙ 


Sean гү, r* las bases recíprocas, у sea = un vector arbitrario. Al 
descomponer el vector > según Jos vectores básicos, obtendremos 


2 nr d арі Hag’, ж = айта + ra d Pry (6.3) 


Los números гу, т. т se llaman coordenadas covariantes del vector 
т, y al, a, aè, coordonadas contravariantes do æ. Estas nociones se 
explicarán en el punto siguiente. 

Con el fin de abreviar notaciones de las fórmulas, donde figuran 
sumandos do un mismo tipo (de ejemplo para tales fórmulas pueden 
servir las relaciones (6.3)) se empleará en lo que sigue adelanto un 
convenio de sumación que consiste en lo siguiente. Sea una expresión 
compuesta por unos cuantos factores. Si en dicha expresión se 
tienen dos índices literales iguales, de Jos cuales uno es suporior, y 
el otro, inferior, se considera que de acuerdo con estos Índicos se 
realiza la sumación: а los índices se les asignan sucesivamente los 
valores 1, 2, 3, y los sumandos obtenidos so adicionan. Por ejemplo, 


ит = -}- жу? 4 aah, 
1 = б, + 6; +82, 
инда = (вува) -r (от) + (Era!) = 
(nta ta у!) + (йал H gasta? Er) + 
+ (аил! 4 азыл“ H ga). 


Con ayuda del convenio de sumación, Јах fórmulas (6.3) se escriben 
del siguiente modo compacto: 


=ni, а= rr (6.4) 


ousuryación 2 Los indices iguales superior e inferior, de los 
cuales se trataba en е} convenio de sumación, se denominan, de ordi- 
nario, Índices de sumación. Está claro que los índices de sumación 
pueden designarse con letras cualesquiera, y en este caso no varía 
la expresión, donde ellos figuran. Por ejemplo, хут" y zpr" ropresen- 
tan una misma expresión. 

OBSERVACION з Todo lo que acabamos de decir en este punto se 
refiere al caso de un espacio tridimensional. En el caso bidimensio- 
nal los índices literales toman los valores de 1 y 2. 
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Obtengamos una expresión para las coordenadas covariuntes y 
contravariantos de un vector. Con este objeto multipliquemos escalar 


mente la primera de las igualdades (6.4) рог гу. y la segunda, por л“ 
Habida cuenta de la relación (6.1), encontramos 
Zra = 2, (Ра) аб = лк. 
E N т. 
Así pues, 
а= г P = аг". (6.5) 


Con ayuda de las relaciones (6.5) eseribamos Jas fórmulas (6.4) en la 
forma siguiento 


ж = (ат) г". (arde (6.0) 


Las relaciones (6-6) llevan el nombre de fórmulas de Gibbs’). Volva- 
mos nna vez más a la cuestión de construcción de las bases recíprocas 
Con ayuda de las fórmulas (6.6) obtendremos 


Mo (rr, ri ler rt (6.7) 
Introduzcamos las designaciones 
Eu = Раа. E Pe (6.8) 


Con ayuda de estas designaciones reeseribamos Jas relaciones (6.7) 
del modo siguiente: 


= gro Pa йш" (5.9) 
Así pues. para construir la base +” según la baso w suficiente 
conocer la matriz (2*), y para construir la base г, según la base 
r’, basta conocer la matriz (8,1). Demostremos que estas matrices son 
recíprocamente inversas. Para demostrar esto, multipliquemos la 
primera de las igualdades (6.9) escalarmente por гу. Teniendo pre- 
sentes las rolaciones (6.1), obtenemos 
a 1. 72-6, 
ЕС 0, jik: 
Estas relaciones inuestran que las matrices (£””) у (дъ) son гесірго- 
camente inversas. Por cuanto los elementos de una matriz inversa 
pueden calcularse en términos de los elementos de la matriz dada, se 
pone claro que con ayuda de las relaciones (6.9) se resuelve la cues- 
tión de construcción de las bases recíprocas. 

2. Transformaciones de la base y de las coordenadas. Sean r, у 
ri, i = 1, 2, 3, las bases recíprocas, y sean гү. yr" las nuevas bases 
recíprocas. 

Haciendo uso del convenio de sumación, escribamos las fórmu- 
las de transformación de los vectores básicos. Tenemos: 


1) J. Gibbs (1839—1903), físico teorético americano. 


r 
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1) fórmulas de transición de una base antigua rų a la nueva ry 
y fórmulas de transición inversa: 


ге = birn ri = dire, і, € 


1% (6.10) 


2) fórmulas de transición de la base antigua гї a la nuova геу 
fórmulas de transición inversa 


re 


Tm, r= berë, г =1, 2,3. (6.11) 

Por cuanto las transformaciones (6.10) son recíprocamente in- 
versas, serán recíprocamente inversas las matricos (bi) y (01). Por 
razones análogas son recíprocamente inversas también las matrices 
60) y Ob. 

Demostremos que las matrices (bi) y È$) coinciden. Con ello 
será demostrada la coincidencia de las matrices (bi) y (01). Para 
demostrar, multipliquemos escalarmente la primera de las igualda- 
des (6.40) por r!, y la segunda de las igualdades (6.11), por ru. To- 
mando en consideración las relaciones (6.1), encontramos 

тга = bis (rar) = biði 


кту = Dhe (rëre) = БЕВ = bhe 


De estas relaciones obtenemos 
dh = rer’, (6.12) 
Dl = rer’. (6.43) 


sicos: 


(6.14 


ги = =b re 
р Бі, г Бр. 


Obtendremos las fórmulas de transformación de las coordenadas 
al pasar a una base nueva. 
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5 covariantes de т en la base rin r”, Enton 
5), tenemos 


Scan r, lascoordenada 
ces, de acuerdo con (6. 


Lp = try- 


relacion 1а expresión 


Al sustituir cn el segundo miembro de ем 
para re сп las fórmulas (6.14). encontramos 


le о (biri) = bi (ara — bi 


Asi puos, Jas fórmulas de trausformación de las coordenadas rova- 
riantes de nu vector, al pasar а una base nueva, tienen por expre- 
sión 


> bre (6.14) 


Vemos que al a base nueva, las coordenadas covariantes 
del vector æ se transforman con ayuda de la matriz (bj) del cambio 
directo de la base antigua а la nueva. Esta concordancia de las bras 

formaciones explica precisamente la denominación «coordenadas co- 
variantes!) do un vector». Al snstituir en el segundo miembro de la 
relación a" -> ar" la expresión para r“ de la fórmula (6.44), obten- 
diremos, tras algnnas transformaciones, las fórmulas siguientes: 


a" = byat в 


Vemos que al pasar а una base nueva, las coordevadas covariantos 
del vector æ se Iransforman con ayuda de la matriz (bi) del cambio 
inverso de la base antigua por la nueva. A dicho desacuerdo de las 
transformaciones se debe el término «coordenadas conbravariantes de 
un vector»). 

3. Invariantes de un operador lincal. Divergencia y rotor de wn 
operador lineal. Llamemos invariantes a unas expresiones que no 
dependen de la elección de la base. Por ejemplo, el valor de nna 
función escalar en un punto dado representa un invariante. Lo será 
también un vector-objeto independiente de la elceción de la hase 
Un producto escalar de los vectores es también un invariante 

En el punto presente familiaricémonos con ciertos invariantes de 
un operador lineal. Sea A un operador lineal arbitrario definido sobre 
los vectores de un espacio euclideo tridimensional (es decir. 
А (жт + Ву) = с4а + ВАу para cualesquiera vectores ш e y, y 
cualesquiera números reales æ y В). Demostremos que una expre- 


cambiable do un modo concordado. 


1) Covariante sigui 
ignifica cambiable de un modo inverso. 


3) Contravariante 
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sión 


ridr, + rAr (6.16) 


os un invariante 
Mace falta probar que a) pasar a la nueva base ri, r”, queda váli- 
da la igualdad 
rAr, = rë Arp. (6.17) 


Ses гу r” la base nueva, y sea (0 ) la matriz del cambio de la base 
241 к! por la base r, . г” Tenemos 


РА 2: r 
Al sostitnir estos valores para гү y rten la expresión ri4r,, obtenomos 
rtar, = (bE bk) г Arg (6.18) 


Por cuanto (b) bh) = ôi. resulta, a partir de (6.18): 
Sp Are = 
La igualdad (6-17) queda, pues, demostrada у, por lo tanto. está 
demostrada la invariación de la expresión riar,. 

El invariante r%Ar, del operador lineal A se denominará diver- 
genein del citado operador y se denotará con el símbolo div A. Do 
rate modo, 


tr, Ary. 


div A = risr; = rider". (0.19) 
овзивулоюх En la base dada ry, гї un operador lineal puedo хог 
definido con ayuda de una matriz llamada matriz del operador li- 
noat. Dicha motriz es una matriz de cocficiontes a; de la descompo- 
sición de los vectores A», respecto de la base r, (por supuesto, po- 
demos analizar también nua matriz do coeficientes de la descompo- 
sición de los vectores Art respecto de Ja hase 7) 
Ак, = ars al = (Ағ (6.20) 
La divergencia de una matriz A puede ser expresada on términos de 
los elementos de la matriz (а%). А saber, 


div A = aj = ai + aa (6.21) 


Con el fin de cerciorarse de la validez de la fórmula (6.21), hasta 
sustituir Ја expresión (6.20) para Ar; en la expresión (6 19) para la 


divergencia y hacer uso de la colación rir, — Si. 
2) Ja validez de la igualdad “Ar; =r,Ari puede confirmarse razonando 
del modo siguiente. Tenemos, de acuerdo con (6.0), ғ = grp, г, = guri. Рог 


еко habida cuenta de que t 
ahterl remos 
ri Ari = е! кА! = 8 rAr? = rpbrk = r Art 


y (сай son recíprocamente inversas v simétricas 
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Demostremos que una expresión 
[r¿Ar'|=[r*4r,]%) Е 


es también nm invariante. Hace falta probar que al pasar a una ba- 
se nueva r;, r”, queda válida la igualdad 


А = (Ағ). (6.23) 


Sea ry, r” la base nueva y sea (blo) la matriz dol cambio de За base 
ri, ri por la base r, r”, Tenemos 


n= bire, ri = 


Al sustituir estos valores рага гү y гі en la expresión [7-4,4], obten- 
dremos 


[r¡Ar'] = (Б bie) [ru Ar*]. 
Por cuanto (bib) = бу, resulta, a partir de (6.24): 
[r, dr] = Sh [rAr] = [redr] 


Así pues, la igualdad (6.23) queda demostrada y, por lo tanto, 
está demostrada también la invariación de la expresión [rAr] 
El invariante |»,Ar'] de un operador lineal А se lamará rotor de 
dicho operador y зе denotará con el símbolo rot А. De este modo, 
rot A = [rAr] = [mAr] + rAr] rAr]. (6.25) 
Demos a conocer la expresión para la divergencia y el rotor de 
un operador lineal А en un caso en que la base ї, j, k sea ortonormal 
Por cuanto en tal caso la baso recíproca coincide con la dada, de con- 
formidad con las fórmulas (6.20), los elementos а;; de la matriz 
del operador A pueden hallarse según las fórmulas 


4) 


au=iAi, а= Ај. 
ац = јАё, аз = ЈА}, 
ац = КА, аз = КАЈ, 
(а diferencia del caso general, hemos designado elementos de la ma- 
triz del operador A por los símbolos аі, en lugar de a"). 
Para la divergencia del operador А obtenemos la siguiente ex- 
presión 


16.26) 


¡di+ ¡Aj 4RkAk. (6.27) 


з 
div A= 2 ап = аз += 


1) La validez de la igualdad {r Ari] = [r'4r,] puede confirmarso razonando 
del modo siguiente. Tenemos. de acuerdo con (6.9), ri = gltry, r; = guri. Рог 
eso, teniendo presentes la inversibilidad recíproca y simetría de las matrices 
(00) y (gro), obtenemos 


ГАРД = ggn [rrari] = б} [еу <= [rarè] = iriri]. 
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ПаПетоѕ la expresión para el rotor del operador A. Por ser coinci- 
dentes las bases recíprocas en el caso de wma base ortonormal, а 
partir de (6,25) obtenemos 

rot A = [Ай + JAJI АК. (6.28) 
Calculemos el primer producto vectorial 144]. Por cuanto Ai = 
= Mi + аң] + ank, resulto 

НАЙ = ags 120 + аа (ijl da 1) = — 21 Hanke. 
Do un modo sumamente análogo se obtienen las fórmulas 
HAJI азі ank, (КАК = — üni + sj. 

Con ayuda de las fórmulas obtenidas y la correlación (6.28) para rot 4 
determinemos 


Tot A = (03, — аз) i + (из — an) j + (0 — a) К. (6.29) 


$ 2. Campo escalar y campo vectorial. Conceptos 
y operaciones fundamentales 


1. Concepto de campo escalar y vectorial. Sea Q uu dominio 
sobre un plano o en un espacio. 

Se dice que en el dominio Q está dado un campo escalar, si а todo 
punto M de Q se le pone en correspondencia, según una ley conocida, 
cierto número u (M). 

Notemos que el concepto de campo escalar y el de una función 
definida en el dominio Q coinciden. Por regla genera), se emplea la 
siguiente terminología: un campo escalar se define con ayuda de la 
función u (M). 

El concepto de campo vectorial se introduce por analogía comple- 
ta con el de campo escalar: si a todo punto M del dominio D se le po- 
пе en correspondencia, según uno ley conocida, cierto vector р (М), 
suele decirse que en el dominio Q viene dado un campo vectorial. En 
este caso diremos que un campo vectorial se define con ayuda de una 
función vectorial p (M). 

El campo de temperatusas dentro de un cuerpo calentado, el 
campo de densidad de una masa son ejemplos de campos escalares 
El campo de velocidades de un flujo estable, el campo de intensidad 
magnética constituyen ojemplos de campos vectoriales. 

2. Campos escalares diferenciables. Gradiente de un campo esea- 
lar. Derivada direccional. Ya hemos dicho que el concepto de campo 
escalar u (ìf) en el dominio Q y el de función definida en el domi- 
nio citado coinciden, Por eso, la diferenciabilidad de un campo 
escalar puede definirse como diterenciabilidad de la función que 
define dicho campo. Enunciemos, para таауог comodidad, el con- 
cepto de diferenciabilidad de un campo, recurriendo a la terminolo- 
gía un tanto diferente de Ja habitual. 


160 Сар. 6. Operaciones de la teoría del campo 


Llamemos forma lineal f (Ar) respecto del vector Ara un producto 
escalar de este vector por cierto vector g independiente de Ar. Usemos 
también las siguientes designaciones: 

p (М. W) es la distancia cntre los puntos A y АГ, 

Ar = MM” es el vector que une los puntos M у М”, 

Аи > u (W°) — u (M) es el incremento de) campo en el punto W 

Enunciemos la siguiente definición 

Definición 1. Un campo escalar u (M) se denomina diferenciable 
en el punto M del dominio Q, si el incremento del campo Au en el pun» 
to М puede ser representado en la forma 

An = f (Ar) 4 о (p), (6.30) 
donde j (Ar) es la forma lineal respecto del vector Ar 

La correlación (6.30) se llamará condición de diferenciabilidad 
del campo ш (W) en ol punto M. 

observacion + Рог cuanto la forma lineal f (Ar) representa un 
producto escalar g- Аг, donde g es un vector independiente de Ar, 
la condición de diferenciabilidad (6.30) del campo escalar u (17) en 
ol punto W puede ser escrita en la forma siguiente: 


Au = g-Ar+ o (p). (6.31) 

Domostremos que si un campo escalar а (17) es diforonciable en 

ol punto W, la representación (6.30) (ó (6.31)) para ol incremento An 
ile dicho campo en el punto M es único. Sean 

Au = Ағ o (p) y du = h- Ara 04 (p) (0. 


ilos representaciones del incremento Au еп el punto A, De las fór- 
mulas (6.32) para Ar 52 0 obtenemos una correlación 


(mM e= e. (6.33) 


Tarp %® Un vector unidad, у o(p) = 0, (р) —01 (p). 


че os una variable infinitésima рага р 6. 
ө que (g — h) е = 0, cualquiera que sea e, es decir, 
g= h. La unicidad do la representación (6.30) está demostrada 

Diremos que un campo escalar u (M) definido en el dominio © es 
diferenciable en este dominio, si es diferenerable en cada punto del 
mismo. 

Definición 2. Se llama gradiente en un punto M del campo esca- 
lar u (M), diferenciable en dicho punto, al vector g definido mediante la 
correlación (0.31). 

El gradiente de un cam 

onservacióx 2 La defi 
uscalar enunciada más а 


Pn Ja cual e=: 


escalar se denota con el símbolo grad u 
n de diferenciabilidad de un campo 
а. es cómoda por aquella razón que Пота 
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un carácter invariante, independiente de la elección del sistema de 
coordenadas. Por eso, el gradiente de un campo escalar representa un 
invariante de este campo. 

OBSERVACIÓN 3. Señalemos la siguiente circunstancia importante: 
si un campo escalar u (M) definido en el dominio Q es diferenciable 
en dicho dominio, el gradiente grad u del campo está definido en cada 
punto de Q, y, evidentemente, representa un campo vectorial defini- 
do еп О, 

OBSERVACIÓN s Рага un campo escalar se introduce la noción de 
superficie de nivel (linea de nivel, si se trata de un plano) que repre- 
senta un conjunto de puntos, sobre el cual los valores del campo 
u (M) son iguales, El gradiente del campo ел un punto M es or- 
togonal a la superficie de nivel en dicho punto. El lector mismo 
puede cerciorarse con facilidad de la validez de esta afirmación. 

Haciendo uso de la designación grad u para el gradiente de un 
campo escalar, escribamos la correlación (6.31) en la siguiente 
forma: 


Au-=grad u. Ar + o (р). (6.34) 

Notemos que el sumando grad w- Ar se llama, de ordinario, di- 
ferencial du del campo escalar. De este modo, 

du = grad u- Ar. (6.35) 

2опуепдатов en llamar diferencial dr al incremento Ar del radio 

vector г OM, Ar = ОМ . Entonces, Ja fórmula (6.35) 


ON 
para la diferencial du del campo escalar puede ser escrita en Ја 
Jorma 


du = grad udr. (6.36) 


Supongamos que еп el dominio Q están dados dos campos dife- 
тепс!а]ев u (M) y v (М). Son válidas las siguientes correlaciones: 


grad (u + v) 


=- grad u + grad v, 
атла (uv) =u grad v +v gradu, (6.37) 


grad ($) = казйи- ugrdo, (рага v0). 


Sı F es una función diferonciable, Lenemos 
grad F (u) = Р (u) grad u. (6.38) 
Las deducciones de las fórmulas (6.37) y (6.38) son de un mismo 
tipo. Demostremos, a título de ejemplo, la validez de la segunda 


fórmula de (6.37). Resulta, teniendo presentes la fórmula (6.34) у 
la continuidad de la función u (M): 


A (ue) = u (M') (М7) — и (M) (Му = и (1) Ar + 
+ v (М) Au = (u (М) grad v + v (M) grad н) Ar -+ о (р). 


11-08 
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De estas relaciones proviene que el incremento А (ио) puede repre- 
sentarse en la forma (6.31). Por eso, uv es una función diferenciable 
y grad (uo) = u grad v + о атайм. La segunda de las fórmulas 
(6.37) queda demostrada. 

Introduzcamos el concepto de derivada direccional para wn 
campo escalar. 

Sea u (W) un campo definido en el dominio ©, sea ЛГ un punto 
de Q, y sea eun vector unidad que indica la dirección en el punto 
М. Aduxitamos luego que M' es un punto cualquiera de Q, diferente 
de M y de tal género que el vector 47.17" sea colineal con e. La dis- 
tancia entre W у W’ se denotará con p 

Si existe un límite 


limt 
н 0 


(Аи = u (Л) — u (M)), el mismo se llama derivada del campo u en 
el punta M según la dirección de e y se депоа con el símbolo ~=. De 


este modo, 
(6 39) 


Resulta válida la siguiente afirmación 
Supongamos que un сатро u (АГ) es diferenciable en el punto М. 
En este caso la derivada %- del campo en dicho punto según cualquier 

dirección de e existe y puede hallarse por la fórmula 
= grad use. (6.40) 


Demostremos esta afirmación. Sea e una dirección fija cualquiera y 
supongamos que un punto M’ se elige de una manera tal que el 


vector Ar = MM" sea colineal con e. Está claro que Ar = pe. Al 
sustituir el valor do Ar en la relación (6.34), encontramos 

Au = (grad u-e) p +0 (0). 
De aquí se obtiene la fórmula 


(0.41) 


A partir de las relaciones (6.39) y (6.41) proviene (6.40). La afirma 
ción está demostrada. 

ПаПепоз la expresión para el gradiente de un campo escalar 
diferenciable, considerando que en un espacio queda olegida la ba- 
se ortonormal i, j. К, con la cual está ligado el sistema rectangular 
de coordenadas cartesianas Ozyz. Por cuanto grad u = i (grad u-i) + 
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+ j (grad u-j) + k (grad u-k), у, además, Е 4, Ез 
E GE, obtendremos, con ayuda de la relación (6.40): 


gradu =+ 


Recurriendo а la expresión (6.40) para una derivada direccional, 
obtenemos la siguiente ilustración gráfica de distribución de los 
valores de las derivadas direccionales del campo и (М) en el punto 
М de un dominio plano ©. Sea grad и 0 (si grad u = 0, do (6.40) 

on 


so deduce que = = 0 parae cualquiera). Empleando grad u como 


J 
diámetro (fig. 6.1), construyamos sobre este vector una circunfe- 
rencia С. Construvamos también 

una circunferencia C* que es 
igual aC y que es tangente a la 
última on un punto 27. Sea e una 
dirección arbitraria. Tracemos 
por 1 una semirrecta on dire 
ción del vector e. Si dicha se- 
mirecta es tangente a las cir- 
cunferencias C y C*, tendremos 
= O (el vector е es ortogo- Fig. 6.1. 

nal eon relación a grad u). En 

cambio, si la semirrecta corta С о C* en un punto N, resulta que 
2 os igual a la longitud MN tomada con el signo +, cuando N ве 
dispone en C, y con el signo —, cuando N se dispone en C*. Para 
uu campo espacial las circunferencias C y C* han de sor sustituidas 
рог las esferas. 

3. Campos vectoriales diferenciables. Divergencia y rotor de un 
campo vectorial. Derivada direccional de un campo vectorial, Supon- 
gamos que en un dominio O del espacio euclideo tridimensional 
está dado un campo vectorial р (32). En lo que sigue adelanto utili- 
zaremos las designaciones: Ar = MM", Ap = p (31) — p (M). 

Enunciemos la siguente definición. 

Definición 3. Un campo vectorial p (M) se llama diferenciable en 
un punto M del dominio Q. si el incremento del campo Ap en el punto 
M puede ser representado en la jorma siguiente: 


Ар = AAr + o (1 Ar 1, (6.42) 


donde A es un operador lineal independiente de Ar (independiente de la 
elección del punto М"). 


и 
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Las relaciones (6.42) se denominarán condiciones de diferenciabi- 
lidad del campo р (M) en el punto М. 

Demostremos que si un campo vectorial р (M) es diferencia ble 
еп el punto M, la representac! (6.42) para el incremento Ap de 
este campo en el punto M es única, 

Scan 


Ар = Але + оу (1 Arl) y Ар = ВА о (1 ari) (645) 


dos representaciones del incremento Ap en el punto M. De las fórmu- 
las (6.34) para Ar 0 obtenemos una relación 


(а Ве 2 е (6.44) 
es el vector unidad; о(|Аг|) = 0, (13|) — 


—-01(1Ar|). Por cuanto SGAL ез un vector infinitamente peque- 


en la cual e= E 
EN] 


ño para Ar —> 0, y e es vector unidad arbitrario, de (6.44) provieno 
que (А — B) e = 0 para cualquier e, os decir, A = B. La unicidad 
de la roprosentación (6.42) está demostrada. 

Diremos que un campo vectorial p (M), definido en el dominio Q, 
es diferenciable en dicho dominio, si es diferenciable en cada punto del 
mismo. 

Introduzcamos el concepto de derivada direccional para el campo 
vectorial р (М). 

Sea p (M) un campo definido ер el dominio ©. sea M cierto punto 
de Q, y sea e el vector unidad que indica la dirección en el punto M- 
Admitamos, además, que М” es un punto cualquiera diferente de M 
y de tal género que el vector ATAT’ sea colinenl con el vectore. La 
distancia entro los puntos M y M’ so designará con р. 

Si eziste un límite 


lím 32 
po P 
(Ар = p (M') — p (M)), el mismo se Пата derivada del campo p (M) 
en el punto М según la dirección de e y se denota con el símbolo Е, 
De este modo, 
ЖЕ, 9 àp ҮТ, 
к= Аш p~“ (6.45) 
Resulta válida la siguiente afirmación. Supongamos que ип 
campo р (М) es diferenciable еп el punto M del dominio О 
Ln este caso la derivada 2 del campo р en dicho punto según cualquier 
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dirección de e existe y puede hallarse por la fórmula 


L. Ae, (6.46) 
donde A es un operador lineal definido por la relación (6.42). 
Demostremos esta afirmación. Sea e una dirección fija cualquiera 
y Supongamos que un punto M’ se toma de una manera tal que el vec- 
tor Ar y! p Al sustituir este valor de Ar en la rela- 
ción (6,42) y al aprovechar las propiedades de un operador lineal, en- 
contramos 


Ap = pie + o (р). 
De aquí obtenemos la fórmula 


me 8. (6.47) 


Do las relaciones (6.45) y (0.47) se фейк Ja fórmula (6.46). La alir- 
mación queda demostrada. 

Sea p (M) wn campo diferenciable en el punto M del dominio Q. 
Entonces, 

= Abr -+o (| Ar |). 

Tlallemos la matriz de un operador lineal А para el caso en que la 
base å, j, k sca ortonormal, Convengamos en considerar que соп dicha 
Dase está relacionado е1 sistema rectangular de coordenadas cartesia- 
nas Oxyz. 

Denotemos con P, Q y R las coordenadas del campo vectorial 
р (А) en la base ij, k. Es evidente que de conformidad соп la fór- 
mula (6.46), 

PP AS өр AS др. 
ЭГ = ог = 4 == = 
A partir de estas fórmulas y de las relaciones (6.26) para la matriz 
de los coeficientes de un operador linea) en la base ortonormali, j, k 


se deduce que la matriz Á del operador en consideración A tiene por 
expresión 


foP aP ӘР 
кк 
ô а 9 
2-1 40 ө |: (6.48) 
ой ок ән 
CA 


Introduzcamos el concepto de divergencia y de rotor para el campo 
vectorial p (M) diferenciable en un dominio ©, esto es para tal campo 
cuyo incremento Ap en cada punto M del dominio Q pueda ser repre- 
sentado en la forma 


Ap = ААғ + о (| Ағ |), 


166 Сар, 6. Operaciones de la teoría del сатро 


con la particularidad de que el operador A varía, en el caso general, 
al pasar de un punto del dominio © al otro. Dicho de otro modo, сї 
operador depende del punto M y no depende, рот supuesto, de Ar. 
Llamemos divergencia y rotor del campo р (А) en un punto М del 
dominio Q a la divergencia y al rotor del operador lineal A. De este mo- 

do por definición, 
div p = div A, rot p = rot A. (6.49) 


onservación. Admitida la suposición sobre la diferenciabilidad 
del campo p (M) өп el dominio Q. la divergencia div p y el rotor rot 
р están definidos ер todo punto de Q. Por cuanto estos entes son inva- 
riantes (по dependen de la elección de la base), resulta obvio que div 
р ез un campo escalar, y rot p, campo vectorial en el dominio Q. 
Hallemos Јах expresiones рага la divergencia, el rotor y la deriva- 
da direccional de un campo vectorial diferenciable р (M), cons 
rando que en un espacio se encuentra elegido la base ortonormal 
con la cual está ligado el sistema rectangular de coordenadas carte- 
sianas Oxyz, Convengamos en considerar, como antes, que el campo 
р (M) tiene coordenadas P, Q, R en la baso ї,], de. 
Como la matriz А del operador lineal A se define en este caso por 
la relación (6.48), y como, por definición, div р = div A, rol P = 
= rot A (véase (6.49), entonces, de acuerdo con las fórmulas (6-27) 
y (6.29), obtendremos 
^ n 
div p=? д тае ай (6.50) 


ipo (EA i (EE + a ль 


ma 


Para calcular Ja derivada del campo vectorial p (W) según la direc- 
ción de e, hagamos uso de la fórmula (6.46) y de las propiedades del 
operador "linoa. 
Sea e = i cos a + j cos В + К соз y '). Entonces, de acuerdo con 
(6.46), obtendremos 
ŽB = Де = созаді +- соз А] -- соз үАЁ = 
= cosa 22. -соз В-97-4- соз тй 


= созо 22 -+ соз p ŽP- кж 


De este modo, la derivada 2e. ч calcularso o bien según la 


fórmula 


IR cosa 52. +08 p E +cos y 21 (6.52) 

J) Por guanto e es un vector unidad, sus coordenadas tienen por expresión 
{сов a, cos В, cos ү}, donde e, В y y son los ángulos que forma este vector con los 
ejes Ox, Oy Y Oz, Tespectivamente. 
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o bien, habida cuenta de que P, О. R son coordenadas de p (АГ), según 
la fórmula 


0 д 104 aP r 
= (52. соз a+, cosp4 Zo cosy) + 


y (Leona 0 comp оз) у+ 


HE cos a tE cosp- 90 cos y) К. (6.53) 

4. Operaciones reiteradas de la teoría del campo. Convengamos 
en considerar que en un dominio © del espacio euclideo E? están defi- 
nidos un campo escalar и (M) de la clase С° 1) y uncampo vectorial 
р (M) de la clase С°. 

Admitidas estas suposiciones, grad и represonta un campo vecto- 
rial diferenciable en О; div p es un campo escalar diforenciable y rot 
р, un campo vectorial diferenciable. Por eso, resultan posibles las 
siguientes operaciones reiteradas: 

то атай ш, div gradu, grad div p, div rot p, rot rot p. 

Demostremos que 


rot grad u = 0, div rot p = 0. (6.54) 
Pata demostrar, calculemos rot grad u y div rot p en un sistema 
rectangular de coordonadas cartesianas. Por cuanto, en este caso, las 
coordenadas de grad и s ‚ Ж, entonces, en virtud de la fómnu- 
la (0.51), obtendremos 


rot grad u= 
g bu _ jau _ Puye, Фи даур 
(a (A (rarae) += 


Do exte modo, la primera de las igualdades (6.54) es válida para el 
sistema cartesiano de coordenadas. Por ser invariante la expresión 

ot mad u, la primera de las igualdades (6.54) queda demostrada. 
Demostremos la segunda igualdad. Volvamos de nuevo а un sistema 
cartesiano de coordenadas. De acuerdocon (6.51), en este sistema el 
campo vectorial tot p tiene por coordenadas (29 — 2), (22 
2- 2). donde Р. О, Н sm coordenadas del vector p. De acuor- 
do con (0.50), la divergencia de un campo vectorial rot p en el siste- 
ma rectangular de coordenadas cartesianas es igual a la suma de de- 
rivadas de los componentes de dicho campo respecto de las coordona- 


1) Una función pertenece a la clase CX en el dominio 0, si todas sus deriva- 
das parciales do orden k sin continuas- 
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das homónimas. De este modo, 


А _ д рәв әү, д др ону, öf ару 
divo) + д: shta ЖӨ) 0. 


Así pues, la segunda de las igualdades (6.54) es válida para el siste- 
ma de coordenadas cartesianas, Р. ante la expresión div 
rot p, la segunda igualdad en (6.54) queda válida en cualquier siste- 
ma de coordenadas. 

Una de las operaciones reiteradas principales en la teoría del cam- 
po es div grad u. Esta operación se denota brevemente por Au, con 
la particularidad de que el símbolo А se denomina, corrientemente, 
operador de Laplace!). De este modo, 


Au = diy grad u. (6.55) 


Calculemos el operador de Laplace en un sistema rectangular do co- 
ordenadas cartesianas. En tal sistema el campo vectorial grad u 


sus coordenadas =, = ДЕ. Volviendo a la expresión (6.50) para la 
divergencia de un campo vectorial, obtendremos 
Pu Pu и лБ 
м о аР: (0.56) 


Las operaciones reiteradas grad div p y rot rot p están entrelazadas 
por la correlación 


rot rot р = grad div р — Ар, (6.57) 
donde Ap es un vector cuyas coordenadas en la base ¿,j, К son AP, 
AQ, AR (Р, 0, R son coordenadas del campo vectorial p en la baso 


i, j. k). El lector mismo puede convencerse con facilidad de que 
) es válida. 


$ 3. Expresión de las operaciones fundamentales 
de la teoría del campo en coordenadas curvilíneas 


1. Coordenadas curvilíneas. Sea Q un dominio de un espacio 
euclídeo Ё®; y scan т, y, z, las coordenadas cartesianas en dicho espa- 


cio. Supongamos, además, que @ es un dominio de un espacio euclideo 


ЁЁ, mientras que z', 22, 2%, las coordenadas cartesianas еп £". 
Examinemos una aplicación biunívoca y recíprocamente continua 


del dominio © sobre el ©, la cual se realiza mediante las funciones 
ж = т (д, аё, 18) у = y (0,47) 2 = 2 (28, 042%). (6.58) 


1) Р. 8. Laplaco (1749—4827), destacado astrónomo, físico y matomático 
francés. 
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Con ayuda de la aplicación mencionada se introducen en el dominio 
О las coordenadas curvilineas тї, z*, 2%. El sentido de esta denomina- 
ción Jo esclarecen fácilmente los siguientes razonamientos. Primero, 
a todo punto M (т. y, 2) del dominio © se le ponen en correspondencia 
tres números al, х2, 29. Рага ser más preciso el punto M se predeter- 
mina por una terna de números z!, 2°, z”. Exactamente a esto se debe 
la denominación «courdenadas» del punto M para los números zt, 
a”, 2%. Segundo, sı en los miembros derechos de las relaciones (6.58) 
son fijas algunas coordenadas, 2* y 2%. por ejemplo, dichas relaciones 


Fig. 6.2. 


definen, para z' variable, cierta línea en 0, Ja cual, generalmente, se 
diferencia de una recta. Resulta natural ¡amarla linea coordenada а, 
subrayando con ello que en los puntos do la citada línca varía sólo la 
coordenada з". Por analogía completa se definen las líneas coordena- 
das a? y дэ. En general, las líneas coordenadas a, 2°, a? no serán rectas, 
a lo que se debe el término «coordenadas curvilíneas». 

Sc ha puesto en claro que por todo punto M del dominio Q pasan 
tres líneas coordenadas «1, xè, з? (fig. 6.2.). Construyamos en el pun- 
to M una baser, гі ligada de un modo natural con las líneas coorde- 
nadas que pasan рог el mismo punto. Hagamos uso en este caso de 
las relaciones (6.58). Evidentemente, las derivadas E, 2%, 2, cal- 
culadas en el punto M. representan las coordenadas del vector de la 
tangente a la línea т* en este punto. Designemos este vector con 
гү. De un modo análogo construimos los vectores ғ, y гз de las tangen- 
tes a Jas líneas 22 y 2°, respectivamente. Do este modo, 


т тотык], 


(6.59) 
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Para que los vectores гу, гу, ra formen una base, hace falta exigir 
que estos vectores no sean coplanares. Una condición suficiente para 
que so cumpla dicha exigencia consiste, evidentemente, en que el ja- 
cobiano 


ày д: 


dy д: 
лт Сог 


no se reduzca a сего, pues dicho jacobiano es igual al producto mixto 
de los vectores ry, гу, гу. Con ayuda de la hase construida гү, гу. г; 
se construye de un modo estándar la base recíproca e, ri, 7. 

Así pues. si en el dominio Q están introducidas las coordenadas 
a), x°. 2%, con cada punto М de este dominio se ligan de un modo na- 
tural los vectores básicos г. гї. Veamos los ejemplos. 

1°. Sistema de coordenadas cilíndricas. Este sistema de coordena- 
das se introduce con ayuda de las relaciones 


тт рсозф, Y=PSNQ, 2 = 2. (6.60) 


De este modo, 71 = p, 22 = q, 22 = 2. Se conoce que las coordenadas 
citadas p, q, 2 (o bien, que es lo mismo, 21, х?, 23) varían dentro de Jos 
siguientes límites!): 

0<p<+o, 0< Фф < 2л, — оо <2 Фоо. 
Las desigualdades aducidas definen en el espacio euclídeo £* con las 


coordenadas p, q, z (o bien 21, 12, 3°) un dominio infinito &, expuesto 
en la fig. 6.3. Por consiguiente, la introducción de las coordenadas ci- 
lndricas en el espacio euclídeo Z* puedo considerarse como rosul- 


tado de la aplicación del dominio £ del espacio E* en el espacio E* 
con ayuda de las fórmulas (6.60). 

Evidentemente, las líneas coordenadas р (o líneas лї) representan 
unas rectas que pasan por el eje Oz, siendo perpendiculares con rela- 
ción a dicho eje; las líneas coordenadas q (líneas т?) son circunferen- 
cias con centro en el eje Oz cuyos planos son paralelos al plano Озу. 
Las líneas coordenadas 3 (líneas л?) son rectas paralelas al oje От 
(véase fig. 6.3.). Hallemos los vectores ry. re ra y rl, ri, ға. Se tiene 


д: д, 0 
n= (E. > к} = (оозе. seng, 0), 


=(—pseng. pcosp, 0}, 
)=(0, 0, 1). 


1) Véase «Geometria analítica» del curso presente. 


ôr 
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Destaquemos que las expresiones entre corchetes representan las 
coordenadas cartesianas de los vectores básicos гу, г, у гу. Podemos 
convencernos directamente de que la base r,, мз, ra es ortogonal, 


| 


е, 
Fig. 6.3. 


Con el fin de calcular la рахе recíproca hagamos uso de las fór- 
mulas aducidas en el p. 1, $1 de este capítulo., Tenemos 
cos вепф 0] 
—psevy pesq Ol=p, 
0 o 1 
[газ] == {р созт, psenq, 0}, 
|гэг(]-=( — seng, сов, 0}, 
лаға] = (0, 0, p} 


rra 


Por cso, 


2°. Sistema de coordenadas esféricas. Este sistema de coordenadas 
se iulroduce con ayuda de las relaciones 


# = p sen @ cos q, y = р sen Ө sen q, 2 = р cos Ө. (6.61) 
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De este modo, x! = p, 22 = q, 2? = Ө. Se conoce que las coordena- 
das citadas р. р, 0 (o bien, que es Jo mismo, 21, zê, x*) varían dentro 
de los siguientes límites: 

Opat оо, 0<q<?m UL 0л. (6.62) 
Las desigualdades (6.62) definen en el espacio cuclídeo Ё? con las 
coordenadas p, p, 0 (o bien a, 2%, 2%) un dominio infinito Ө expuesto 
en Ja fig. 6.4. Por eso, Ja introducción de las coordenadas esléricas en 


ol espacio euclideo 25 puede considerarse como resultado de la apli- 


cación del dominio Ú del espacio Ê en el espacio £* con ayuda de las 
fórmulas (6.61). 

Es evidente que las líneas coordenadas р (o líneas а?) representan 
unos rayos que salen dol origen de coordenadas; las líneas coordena- 
das q (lineas 2°) son circunferencias con centros en e) eje Oz cuyos pla- 
nos son paralelos al plano Оу; las líneas coordenadas Ө (líneas 2") 
son semicircunferencias cuyos centros se disponen en el origen de 
coordenadas y cuyos planos pasan por el eje Oz (véase fig. 6.4). 

Hallemos los vectores гу, г, ra y rt, r*, r”. Tenemos 


ri = (son 0 cos p, son O sen ү, cos 0), 
ro=(—psendsenq, озеп соз Ф, 0}, 
ry= {р соз Ө cos p, p сок Ө ке — psen 0}. 


Inmediatamente podemos convencernos de que la base Fy Fa, Fa 
es ortogonal. Para calcular Ja base recíproca, hagamos uso de las fór- 
mulas aducidas en el p. 1, $1 de oste capítulo, Se tiene 


зеп Ө совф  senfsenq соз 
тағуға = | —рзеп Өзеп ф рзел Ө cosg 0 
pcosBcosp  pcosOseng —psen0 
trar = { — 02 зеп20 cos q, —о2вепзӨ зеп, р ѕоһ Ө cos 0}, 
Гат] = { озеп Ф, р сове, 0 h 
[rural = {— 0 соз Ө зеп Ө соз ф, —pcosBsenBsenq, рве }. 
Por eso, 
n= PAL. { sen 0 cosg, зеп Өзеп, соз }, 
bal мю _4 сер 
e a рш» 0 }+ 
„йм уд. Же de 
т = 1008. = [5-00 cos q, cos O sen, — 5 зеп Ө}. 


3°. Sistema ortogonal de coordenadas curvilineas. Un sistema de co- 
ordenadas curvilíneas se llamará ortogonal, si en todo punto de un 
dominio Q la base r;, definida por la igualdad (6.59), es ortogonal. 
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Los sistemas de coordenadas cilíndricas y esféricas que acabamos de 
estudiar intervienen como ejemplos de coordenadas curvilíneas orto- 
gomales. 

Obtengamos la expresión para los vectores ғ! de la baso recipro- 
ca para el caso de un sistema ortogonal de coordenadas. Introduzca- 


Fig. 6.4. 


mos las siguientes designaciones: 
H,=|r,1, H= |r: H, т. 

Las magnitudes H,, Hs, Hy se denominan, de ordinario, coeficientes 

o parâmetros de Lamê'). 


Por cuanto el sistema de coordenadas es ortogonal y la terna do 
voctores гу, тъ, гу es derecha, tenemos 


Halo 
иерея 


иа 


Haciendo uso de estas relaciones y de las fórmulas que expresan los 
vectores de la base recíproca en términos de los vectores r; (véase 
р. $. $1 de este 


2. Expresiones del gradiente y de la derivada direccion 
un campo escalar en Jas coordenadas curvilíneas. Supongamos gue ou 
un dominio Q, dondo vienen introducidas las coordenadas curvilíneas 
at, 2°, па, está definido ип campo escalar u (А7). En estas condiciones 
grad u queda definido en cada punto de Q y en cada punto del mismo 


и аф 
qe Тамо 


puedo calcularse según enalquier dirección e una derivas 


1) G. Lamé (17: 


16741, matemático francés, 
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el gradiente grad u, como también la derivada direccional en un pun- 
to dado M, se relerirán a la base г, r‘ en dicho punto, cuya consiruc- 
ción está escrita en el punto anterior. 

1°. Expresión del gradiente de un campo escalar en coordenadas сит- 
vilíneas. Introducidas en el dominio Q las coordenadas cirvilíneas 
а, 2%, 23, el campo vectorial и será, evidentemente, una función de las 
variables 27, а, 2% 

и = u (0, 2°, 13). 

Esta función puedo ser considerada como resultado de la superposi- 
ción de la función u (т, y, 2) de las variables т, y, 3 y de las funciones 


(6.58). Por eso, con el objeto de calcular las derivadas $, podemos 
aprovechar Ja regla de diferenciación de nna función compuesta 
Designando 2% соп ш, obtendremos 


du de | du wy de б 
ey PE у E ‚Ж. (6.63) 
1 a 7 0р xt оті ( ) 


du du du 
Ї м. Ж, 
Por cuanto =, 2E, 


la base i, j, k, ligada con el sistema Олуг, y ya que 


son coordenadas del vector grad u en 


в. 
del 
—*— representan coordenadas del vector гү, entonces, evidente- 


öxi 
mente, la corrolación (6.53) puede reescribirse en la siguiente 
forma 

i grad u. (6.64) 


Sirviéndonos de la fórmula de Gibbs (véanse (6.6) do este capítulo) 
para el vector grad u y de la fórmula (6.64), obtendremos 


ш 


grad u = (r; grad u)r’ = шу. 


Así pues, el gradiente del campo escalar и en las coordenadas curvi- 
líneas tiene por expresión 


grad u= шг (ш = +) + (6.65) 


En la práctica se encuentra frecuentemente el caso de un sistema 
ortogonal de coordenadas curvilíneas. En el punto antecedente se ha 
obtenido (véase p. 3°) la expresión para los vectores ri de la base т 
cíproca para el sistema ortogonal. Haciendo uso de estas expresiones 
y de la fórmula (6.65), hallemos para grad u en las coordenadas orto- 
gonales la siguiente fórmula 


i a j 
grad u= r rtp a ropas re (6.90) 
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А la par con la base ortogonal rs, se examina una base ortonormal 
e, = гну. ES fácil ver que en la base e; la expresión para grad и 
tiene la forma siguiente 


1 13 ч 
ti fre (6.67) 


2°, Expresión de la derivada del campo escalar u (М) según la di- 
rección de e en las coordenadas curvilíneas. Sean e! las coordonadas con- 
travaviantes del vector unidad e en la base гү, de suerte que 


endr, 


Para la derivada = hemos obtenido en el p.2, $ 2 de este capi- 
tulo la siguiente 


'úrmula 
E =o.grad u 
(véase la fórmula (6-40). Al sustitui 


en esta fórmula la expresión 
para e en la base r; y la fórmula (б 


55) para grad u, obtendremos 


YU) (тг) е 
Pos consiguiente, Ја deriva:la del campo 
е se expresa en las coordenadas curvilí 


hubh = ще. 


alar u según la dirección 
eas del modo siguiente: 


(6.68) 


ve 
3. Expresiones de la divergencia, del rotor y de la derivada di- 


reccional рага un campo vectorial en las coordenadas curvilíncas, 
Supongamos que sobre un dominio ©, en el que están introducidas 
las coordenadas entrvilíneas, viene dado un campo vectorial diferen- 
ciable p (M). En estas condiciones la divergencia y el rotor dol cam- 
ро p están definidos еп cada punto del dominio 9. y en cada punto del 


mismo puedo calcularse nna derivada 22 según cualquier dirección 


de e. La divergencia, el 1040г y la dorivada direccional en un punto 
dado M se referirán a la base гу, r* en dicho punto. 

4°. Expresión de la divergencia de un campo vectorial en las coorde- 
nadas curvilíneas. Introducidas en e) dominio Q las coordenadas cur- 
vilíncas 21, 22, 23, el campo vectorial р será, evidentemente, ma fun- 
ción de Jas variables xl, 2°, 2%: 

р = р (хі, 2,2). 

Esta función puede considerarse como resultado de Ja superposición 
de la función р (z, y. 2) y de la función (6.58). Por eso. para el 


cálculo de las derivadas 6, podemos aplicar la regla de dite- 


жы А i а 
renciación de una función compuesta. Designando Е соп Pr 
т 
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obtendremos 
д: 


э (6.60) 


Por cuanto 22 


Ak, donde A es un operador 


lineal definido por la igualdad Ap = AAr+o(| Ar |) (véase 
р. 3, $2 de este capítulo), entonces, de las relaciones (6.69) obtene- 
mos, toniendo presentes las propiedades del operador lineal: 


pia (Zitt ¡+ he) ан, (6.70) 


Por definición, div р = div A = г'Агу. Por eso, de acuerdo con la 
fórmula (6.70), la divergencia del campo vectorial p (M) en el siste- 
ma de coordenadas curvilíneas puede calcularse según Ja fórmula 


div p=r'pi (р, 2). (6.71) 
Hallomos la expresión de la divergencia para el caso de un sistema 
ortogonal de coordenadas cuevilíneas. Empleando la expresión para 
los vectores »* de la base recíproca рага las coordonadas curvilíneas 
ortogonales y la fórmula (6.71), obtenemos 


* 1 д р 
div р=-уг Pirity Pars +y Ру: (Ри 2). (672) 


La fórmula (6.72) puede ser escrita también en una forma diferente, 
Denotemos con P* las coordenadas del campo p en la base ortonormal 


e= Fd Entonces, tras una serie de transformaciones, la expre- 
sión (8.72) para div p adquiere una forma 


UPS | APR) | DP 
салы Лы; J ‹ 


а. Ж à 
div р уун; 3) 
2°. Expresión del rotor de un campo vectorial en las coordenadas cur- 
vilíneas. Por definición, rot p = rot А = [г Аг]. Por eso, de acuot- 
do con la fórmula (6.70), obtenemos 


=[% E 7 
rot p=|r*p:1( Pi ан )- (6,74) 


Hallemos la expresión del rotor en un sistema ortogonal de coordena- 
das curvilíneas. Sirviéndonos de la expresión para los vectores r“ 
de la base recíproca para el sistema ortogonal y de la fórmula (6.74), 
obtenemos 


1 Ж 1 ði т 
тоб p= -ir Iripd +y Irop +r tree }. 6-75) 


1) En el segundo miembro de esta fórmula la sumación respecto del indico i 
no se realiza. 
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En la hase ortonormal el rolor del campo vectorial p 


lieno por sus coordenadas 


са SEXTO AE A) 1 [ац _ ешь] 
Gr С ln m], 
APS PM 9 
ТүН; [ а гт J} (8.76) 


3°, Expresión para la derivada direccional del campo vectorial en las 
coordenadas curvilineas Hagamos uso de la fórmula 


96 
де 


Ae, (6.46) 


obtenida en el de este capítulo. Soa e = e'r;. De la fórmula 
(6.46) obtenemos, teniendo presentes las propiedades del operador: 


ә 
Эр. едр, 
ое 


Por cuanto Аг, pa, donde p; = obtenemos la siguiente ex- 
zi 


presión para la derivada del campo vectorial p según la dirección 
do ez 


ЗР ер, (6.77) 


A. Expresión del operador de Laplace cn las coordenadas curvi- 
líneas ortogonales. Definimos el operador de Laplace Au como una 
operación reiterada div grad u. Aprovechando las exprosiones (6.67) 
y (6 73) para el gradiente y la divergencia en las coordenadas curvi- 
líneas ortogonales, obtendremos expresión para el operador de 
Laplace 
En el caso que se considera como campo vectorial р, сауа divergen- 
ha de ser calculada, interviene el campo grad и. Al sistitnir 
(6-67) en (6.73), obtendremos 


TOR: A (Hda ðu y ә рпа, dy, 
Mr, dl Л, жа) e a e rra t 

ә (Ml, ди 

Ет дш ш 5)]. (6.78) 


5. Expresión de las operaciones principales de la teoría del campo 
en los sistemas de coordenadas cilíndricas y esféricas. 

1% Sistema de coordenadas cilíndricas. ln virtud de los resultados 
obtenidos en 4%, р.1. $ 2, los parámetros de Lamé para las coordona- 
das cilíndricas tienen por expresión 


йл 1, Н. 


12560 
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En tal caso, de las fórmulas (6.67), (6.73), (6.70) y (6.78) se despren- 
den las siguientes igualdades: 


grad pety er 
1 эл, 
йу р а еР 
pl e, әр, 
юры (ае Jer 
(42ga 105 
' Жы? ты 


2 10 ди Pu, i 
Аи т-у (> + ra 


2°. Sistema de coordenadas esféricas. En este caso los parámetros de 
Lamó tienen por expresión 


hi, H, = р. 
Por consiguiente, 
ôr 1 ди. d «а 
төй ЕЕ TnS ар ре, 
дра 1 Я 
div p= + + (022) + гр Aaa (OPA, 


Pp si TA se) e, z 


1 0рр 1 др) 1 афро A ира 
+ (ст ж )% (7% GA ae) е 
1 


+ (э) + PT 


аи 


(еол) 


ол б энер 7 


Сото conclusión de este capítulo aducimos el sumario de }бгш- 
las que ligan Jas operaciones de cálculo dol gradiente, de la divergen- 
cia y del rotor con las operaciones algebraicas: 


1°. grad (u + v) == агай u + grad v. 
2°. grad (u-v) =u grad v +0 grad u. 
3°. grad (5) seenen egde (05 0). 


div p + div q. 

‚3°. div (ир) = p grad u+ u div p. 
6°. div [pgl rot p— p rot q. 
7°. rot |p + gl = rot p+ rot q. 
8°. rot (ир) = и rot р—{р grad и}. 


El lector mismo puede convencerse de la validez de estas fórmu- 
las. 
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noras concLusivas. En este capítulo hicimos conocimiento con 
las operaciones principales de la teoría del campo sin apoyarnos en 
representaciones físicas, puesto que nos servía de objetivo la construc- 
ción del aparato matemático. En el capítulo siguiente obtendremos 
una serie de importantes relaciones integrales que ligan algunas de 
las operaciones de la teoría dol campo. Estas relaciones nos permi 
rán señalar la interpretación física de las nociones y operaciones їп- 
troducidas en el presente capítulo. 
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Capítulo 7 


FÓRMULAS DE GREEN, STOKES 
Y OSTROGRADSKI 


En este capítulo obtendremos fórmulas importantes que son de 
gran papel en diferentes aplicaciones y, en particular, en la teoría 
del campo. Estas fórmulas ropresentau, en ип sentido determinado, 
generalizaciones para el caso multidimensional de la fórmula de 
Newton—Leibniz elaborada para las untegrales unidimensionales, 


$ 1. Fórmula de Green') 


1. Formulación del teorema fundamental. 3ea D un dominio fini- 
to, múltiplomonte conexo, en el caso general, sobre un plano Ozy 
con la frontera suave a trozos £*). El dominio D соп la frontera 4 
juntada se donotará con D. Resulta válido el siguiente teorema funda- 
mental. 

Teorema 7.4. Supongamos que las funciones P (e, y) y Q (e y) 
son continuas en D y tienen derivadas parciales continuas de primer or- 
den en D. Si existen integrales impropias, extendidas al dominio D, 
de cada una de las derivadas parciales de las funciones P (x, y) у Q (x, 
1)*), queda válida una relación 


\ (LL) dzdy= \Ра‹-+04у, (24) 
1 
llamada jórmula de Green. En este caso la tntegral que figura en el se- 
gundo miembro de (1.1) representa una suma аг integrales а lo largo de 
105 componentes conexos de la frontera L, donde se marca tal dirección 
del recorrido que el dominio D quede por la izquierda. 

Demostremos la fórmula de Green primero para una clase de do- 
minios especial, poro suficientemente amplia. А continuación enun- 
ciemos una serio de afirmaciones auxiliares que nos harán falta para 
«emostrar el teorema formulado. 


1) G. Greon (1793—1841), matemático inglés 

2) La frontera / se denomina suave a trozos, si se compone de un numero 
finito de curvas suavas. Si la frontera L se compone de un número finito de 
curvas cerradas suaves a trozos Li, el dominio conexo 0 se Mama, de ordinari 
imúltiplemente conexo, y las cuevas La, reciben el nombre de componentes conezos 

le la frontera. 

3) Por cuanto las derivadas parciales de las lunciones Р(х, y) у Qir y) 
existen sólo en ol dominio abierto D, las integrales citadas son impropias. St 
suponemos complementariamento que las dichas derivadas parciales sen conti- 
nuas en D, las integrales en consideración se convierten en las propias 
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2. Demostración de la fórmula de Green para una elase especial 
de dominios. Sea D um dominio simplemente conexo con la frontera 
suave a trozos L. Convengamos en considerar que cada recta paralela 
a cualquier eje de coordenadas corta la frontera /, en dos puntos a lo 
sumo. Los dominios de tal índole se llamarán dominios del tipo К. 

Por hipótesis, existen integrales impropios de las derivadas par- 
ciales de las funciones P (т, y) y © (x. y). Esto significa que para cual- 


quier sistema de dominios (DJ, que agotan mouótonamento el do- 
minio D, se verifica, por ejemplo. una relación 


5 290 атау $$ 50 ахау 


Da D 


(las relaciones análogas son válidas también para otras derivadas 
parciales de las funciones P (х, y) y Q (2, y). 

Describamos la construcción de un sistema especial de dominios 
{Dn} que agotan monótonamente un dominio del tipo K. Dicho si 
tema lo necesitaremos сп la demostración de la fórmula de Green pa- 
ra los dominios del tipo citado 

Supongamos que un segmento |a, b] del cje Ол representa una pro- 
yección sobre dicho eje del dominio D. Tracemos por los puntos 
a y b unas rectas paralelas al eje Oy. Cada una de estas dos rectas se 
interseca con Ja frontera /, en un solo punto. Estos dos puntos А y 
B de intersección de las citadas rectas con la frontera L (fig. 7.1) di- 
viden Д en dos curvas Z’ y L”, que representan. obviamente, las g: 
Ticas de las funciones respectivas y, (2) e ya (г). continuas y diferen- 
ciables a trozos sobre el segmento la, b]. Notemos que (fig. 7.1) 
Y (0) < ya (2) (Па igualdad tiene lugar sólo para xa y z=- b). 

Examinemos, ahora, una sucesión de segmentos [an, bal de tal 
índole que sea а <an < da <. an — а, bn — |, cuando n — oo. 
Admitamos, adeniás. que el segmento lan. ba] está contenido en el 
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segmento lans. 6n+11, cualquiera que sea n. Elijamos un número 
en > 0 de un modo tal que las gráficas / у Li de las funciones 
y, (©) + en e ya (1) — e, estén dispuestas en el dominio D y no se 
inlersequen. БУ 

De frontera del dominio D, sirve una curva compuesta por las 
líneas £, y Г y por los segmentos de las rectas verticales que pasan 
por los puntos an y 6, (бе. 7.1). El dominio Dn +, se construye del 
modo análogo, pero еп lugar del segmento lan, bn} se toma el seg- 
mento lan к, On +1). y el número ën p, > 0 se elige de Lal modo que 
sea inferior a en. Es evidonte que si en — 0, el sistema construido 
de dominios {Dn | agota monótonamente el dominio D. Demostre- 
mos la siguiente afirmación. 

Teorema 7.2. Supongamos que en un dominio del tipo K las fun- 
ciones P (x, y) y Q (т, y) satisfacen las condiciones del teorema 7.1. 
Entonces, para dicho dominio y para las funciones P (x, y) y О (e, y) 
es válida la fórmula de Green. 

pexosmacios Basta convencerse de la validez de las igunldados 


ор 


dedy=k Pdr. (72) 


Por cuanto lus igualdades mencionadas se demuestran de un modo 
igual, aduzcamos aquí sólo la demostración de la segunda igualdad. 
Veamos 1а integral doble 


$ SE dx dy. aw 
D, 


Paru el dominio Й, y para Ja función subintegral 95 se cumplen 


æn la integral (7.3) todas las condiciones, en las cuales es vigente la 
fórmula de integración reiterada. Do acuerdo con esta última, tene- 
їпов 


b, ma-ta 
{үа fas { Eayn 
Da ba ие, 
ha ка 
| Pie te) da— | Pla, utende. (T4) 


El primer miembro de las relaciones (7.4) tiene, para r — оо, el 
límite que es igual a la integral { $ т dz dy. En virtud de que la 


función P (т, y) es uniformemente continua en el dominio cerrado 
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D. сайа опо de los sumandos en el segundo miembro de (7.4) tiene, 
b 


cuando л > оо, un límite que es igual a { P (x, ya (2) de рага сї 
й ? 
primer sumando, y a fo (z, n 00) de. para el segundo. La primera 


> 
de estas dos integrales representa, рага el sentido del recorrido de la 
frontera expuesto en la fig. 7.7, una integral curvilínea 


| Pt y) de, 
EA 
y la segunda, una integral curvilínea 
| Р, nar. 
РЯ 


Vemos que el segundo miembro de Jas relaciones (7.4) tione, рага 
n=. 0, el límite igual а 


$ Ре maz 
i 


De wte modo, la segunda de las fórmulas (7.2) queda demostrada 
La validez de la primera de las fó Лаз (7.2) se establece de un modo 
igual (hace falta proyectar D sobre el ejo Oy y repetir los razonamión- 
tos mlucidos). El teorema está demostrado. 

3. Notación invariante de la fórmula de Green. Supongamos que 
las funciones Р (e, y) y Q te, y) satisfacen las condiciones del teore- 
ma 7.4 en un dominio conexo D con la frontera suave а trozos Z 
Definamos en el dominio D = D + Lun campo vectorial p, cuyas 
coordenadas en el sistema cartesiano de coordenadas son P (т, y) У 
Q (+. 1). Es evidente que en las condiciones impuestas en las funcio- 
nes P (z, y) y Q (x. y) el campo р será continuo en el dominio D, 
y continunmente diferenciable, en D. Hallemos el rotor de este campo 
Sectorial. Haciendo uso de la expresión para rot р оп la base orto- 
normal 4, j, К. obtenomos 


Ж; ЭШК 4 

cop (LE) a 

A partir de esta relacion resulta 
а òP 7e 
2-2 krop (7.5) 


hase ortonor- 
в Огу, liga- 


овввдулсом 1 Pasemos en el plano Озу a una шц 
mali’, j’. y al nuevo sistema cartesiano de coordenad 
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do con la base citada. Supongamos que en esta nueva base las coorde- 
nadas del campo vectorial p son 2” y Q’. En el nuevo sistema de со- 
ordenadas las funciones Р” y Q’ satisfacen, evidentemente, las condi- 
ciones del 7.1. Además, puesto que en la nueva base 


rot p= ( ) k, tenemos 


(7.6) 


Por cnanto el producto escalar Æ rol p es un invariante, de (7.5) 


дд _ uP 


y (7.6) proviene que la expresión © — no cambia el valor, 


ni tampoco la forma, al pasar a la nueva base ortonormal, es decir, 
representa también un invariante. 

Apoyándanos en esta observación, podemos llegar а la siguiente 
deducción importante: la integral en el primer miembro de la Jórmula 
de Green (7.1) lleva un carácter invariante: su valor y su forma no cam- 
bian, al pasar al nuevo sistema cartesiano de courdenadas. En electo, 
en tal transformación de las coordenadas el valor absoluto del jaco- 
biano de transformación es igual a uno. Entre tanto, según la obser- 
vación, la expresión subintegral no cambia su valor. ni tampoco la 
forma. 

Recurramos «bora а la integral 


§ P dr+Qày. (7.7) 
1 


que figura en el segundo miembro de la fórmula de Green. Cercioró- 
monos de que esta integral es Lambién de carácter invariante: su valor 
y forma no varían, al pasar al nuevo sistema cartesiano de coordenadas. 

Sea £ un vector unidad de la tangente en los puntos de la frontera 
L, cuya dirección se encuentra concordada con el sentido del recorrido 
en 2, y sean cos а y sen a, las coordenadas del vector 2. Elijamos, а 
título de parámetro en L, la longitud del arco 1, con la particularidad 
de que en cada componente conexo de la frontera el crecimiento del 
parámetro 1 está concordado con el sentido del recorrido en este com- 
ponente. En las condiciones, impuestas en Z, la función £ (() será 
continua a trozos. Вајо las condiciones enunciadas más arriba, el 
campo vectorial p será continuo en L, mientras qne suscoordenadas 
Р y Q representan funciones continuas de /. 

Notemos que, elegidos el sontido del recorrido y el parámetro en 
Ja curva £, la integral curvilínea do segunda especie (7.7) se transfor- 
та en una integral curvilínea de primera especie. En este caso P y 
0 so calculan en los puntos de L. y dr — cos œ dl, dy = sen а dl. 
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De esto modo, 


ўРаг+ Ойу $ (P cosa +Ọsena)dl= рій. (1.8) 
ї 


1 ? 
La relación (7.8) muestra que la integral (7.7) es realmente de carác- 
ter invariante: el producto escalar pt es un invariante y la parame- 
trización con ayuda de la longitud del arco no está ligada con el siste- 
ma de coordenadas. Además, en el nuevo sistema cartesiano de coor- 
denadas Oz'y' tenemos 
р! = (Р' cosa' + Q' sen а") dl = Р'а + Q'dy, 

y, por eso, 


P dx + Q dy = Р ағ + 0 dy. 


Así pues, nos hemos convencido de que la integral (7.7) Heva un ca- 
rácter invärjante: su valor y su forma no varían al pasar al nuevo sis- 
tema cartesiano de coordenadas. 

Los razonamientos aducidos más arriba permite 
fórmula de Green (7.1) la siguiente forma invariante: 


$ $ k vot pda= Ẹ рій, (7.9) 
n ї 


atribuir а la 


donde do denota un elemento de área del domimo D 
OBSERVACIÓN 2 {па integral 


§ ptal 
1 


se Паша, de ordinario, circulación del campo vectorial р a lo largo де 
la curva L. 

Del teorema 7.2 y de las de- 
«ducciones de este punto podemos 
extruer un corolario importante. 

Corolario. Supongamos que 
las funciones P (z, y) y Q (z, y) 
satisfacen las condiciones del teo- 
rema 7.1 en un dominio finito D 
con la frontera suave a trozos L 
Si el dominio D puede ser dividido 
en un número finzto de subdominios 
Da con fronteras suaves a trozos 
La (ig. 7.2) y si en tal caso cada 
uno de D, representa un dominio del tipo К con relación a cierto 
sistema cartesiano de coordenadas, entonces para el dominio D y рага 
las funciones Р (x, y). y Q (x, y) resulta ser válida la fórmula de Green. 
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La validez del corolario puede confirmarse mediante los razona- 
mientos siguientes. Está claro que la fórmula de Greon es válida para 
cada uno de los subdominios Р. Esto se predetermina por ol carácter 
invariante de la fórmula y por el teorema 7.2 (en ciorto sistema de 
coordenadas /), será un dominio del tipo A). 


Luego, es obvio que la suma de integrales | { 2 

Dy 
en los primeros miembros de las fórmulas de Green, extendidas al 
ae e ге 
П i5 2 2) de dy. Entre 


р ) de dy 


dominio Da, representa una integ 


tanto, la suma de integrales curvilínoas | Р dx- О dy en los se- 
UN 
gundos miembros de las fórmulas de Green a lo largo de las fronteras 
La de los dominios Dy proporciona una integral y Рах + Q dy. 
i 

pues las integrales а lo largo de los tramos comunes do la frontera de 
ios 2, se reducirán, puesto que dichos tramos en los dom 
nos D, se recorren en los sentidos opuestos (véase fig. 7.2 
para la explicación). 

opseuvación з Un dominio conexo finito arbitrario /) con la fron 
tera suave a trozos /, no puede dividicse, en el caso general, ен 
un número finito de dominios D, del tipo meucionado más arriba 
No obstanto, en cada dominio finito D con la frontera suave a trozos 
puede eliminarse una parto (tan pequeña como se quiera) tal que ol 
dominro restante yase puede dividirlo de un modo adecuado. En este 
caso el aporte en los miembros primero y segundo de la fórmula de 
Green, correspondiente a la parte eliminada del dominio D, será, 
naturalmente, tan pequeño como se quiera. Esta idea yace on la base 
de la demostración de la fórmula de Green en el caso general. 

En el punto siguiente demostraremos una serie de proposiciones 
auxiliares, con ayuda de las cuales se establecerá, mediante ol método 
descrito, la fórmula de Green en el caso general. 

4. Proposiciones auxiliares. Sea Z una curva plana suave a trozos 
sin puntos múltiples, en la cual está elegida, a título de parámetro, 
la longitud del arco 1. 

Se denominará entorno de un punto interior P on la curva L a 
cualquier conjunto abierto conexo (no coincidente con toda la curva 
E) de puntos de dicha curva que contiene ol punto Р. Para un punto 
de frontera de І. se introduce la noción de semientorno *). La longitud 


зу Si Р es un punto de frontora de la curva Z, y 0 es cualquier otro punto 
de L, el conjunto de todos los puntos de la curva 2 ¡encorrados entre P у 0) que 
inchiye punto P y no incluye Q. se llamará semientor»o del punto P- 
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de un entorno (o de un semientorno) se denominará dimensión dol 
mismo. 

Un punto interior P de la curva L divide cada entorno suyo еп dos 
semientornos. Un entorno del punto Р se llamará A-entorno, si cada 
uno de los semientornos es de longitud A. 

Lema 1. Sea T. una curva finita suave sin puntos múltiples y sean 
А y В los puntos de frontera de esta curva, mientras que Т, es una parte 
conexa de la curva I, la cual se 
compone íntegramente, junto con 
sus extremos А у B, de los puntos 
interioresde la curva L (lig.7.3)1). 
Pueden indicarse dos números po- 
sitivos A y ё tales que la cota su- 
perior exacta de los ángulos que 
jorman las tangentes en los puntos 
del -entorno de cualquier punto P 
de la curva Т, *) соп la tangente Pig. 7.8. 
en el punto P sea inferior a x/8, y 
la distancia desde el punto P hasta los puntos de la curva L dispuestos 
fuera del h-entorno, no menos de 6%), 

DEMOSTRACION. Cerciorémonos de que existe ип à == 0 que satisface 
las condiciones del lema. Notemos primero que, cualquiera que sca 
а => 0, para todo punto Р puede indicarse un A-cutorno (A > 0), on 
cuyos márgenes la cota superior de los ángulos que forman las tangen- 
tes en los puntos de este A-entorno con la tangente en el punto / es 
menor que æ. Esto se deduce de la continuidad de las tangontes a 1а 
curva L. 

Se trata de A universal, apto para todos los puntos de la curva /. 

Admitamos que no existe А > 0 que satisfaga las condiciones del 
lema. Entonces, para cualquier An = 1/n, en L existen tales puntos 
Р, у Qn que la longitud del arco P,Q, sea inferior a An, y ol ángulo 
entre las tangentes en estos puntos, no menos de un с < л/8 fijo 

Seleccionemos en Ја sucesión {Pn} una subsucesión (P,,) que 
sea convergente hacia el punto / de la curva /. Es evidente que una 
sucosión (Q,,) también converge hacia Р. Examinomos tal A-on- 
torno del punto Р, en el cual la cota superior exacta de los ángulos 
entre las tangentes en los puntos del entorao y en el punto P es ma- 
nos de 0/2. 


7) Una curva puede ser cerrada también. En esto caso Z puede coincidir 
con L. Si L es una curva cerrada dotada de un punto anguloso, 7, será cualquier 
parte conexa currada de 2, que no contiene este punto angulos 

2) El entorno de un punto de la curva L se considera como entorno de dicho 
punto en la curva £ 

1) Es evidente q 5 
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Está claro que el áugulo entre las tangentes en cualesquiera dos 
puntos del A-entorno citado del punto P ез menos de a. Siendo ма 
suficientemente grande, los puntos Р„, у Qn, caerán on el 2-entorno 
elegido del punto P, por lo cual el ángulo entre las tangentes en estos 
puntos ha de ser menos de æ, en tanto que la elección de estos puntos 
predetermina dicho ángulo superior o igual a a. Esta contradicción 
refuta la admisión de que no existe un À > 0 que satisfaga las condi- 
ciones del lema, Notemos que el А requerido es inferior а cada uno de 
los arcos АЯ у BB. 

Demostremos ahora que existe un 8 > 0 que satisface las condiciones 
del lema. 

Admitamos que no hay ё > 0 que satisfaga las condiciones del 
lema. Entonces, cualquiera que sea б, = 1/n, pueden indicarse en 
Т, y L tales puntos respectivos P, y Qn que la Jongitud del arco 
PQ, sea superior o igual a A !), mientras que la cuerda Р„О„ sea 
de longitud inferior a Ön. Seleccionemos en la sucesión {2,3 m 
subsuecsión que converja hacia el punto P de la curva Z y examine- 
mos una subsucesión correspondiente de la sucesión (Q,). En esta 
última subsucesión seleccionemos una subsucesión (0, ) que con- 
verja al punto Q de la curva L. Está claro que la «nbsucesión (P,,) 
converge bacia P, Por cuanto, en virtud de la elección de los puntos 
Pan Y Фл la longitud del arco /,,Q,, es superior o igual a À, Ја 
longitud del arco PQ os también superior o igual а А. Debido a que 
las longitudes de las cuerdas P,,Q,, tienden hacía сего, la longitud 
de la cuerda PQ sorá igual а cero, es decir, el punto P coincidirá con 
el punto Q, representando do esta manera un punto múltiple de la 
curva £ sin puntos múltiplos. La contradicción obtenida confirma 
la posibilidad de elegir un ô > 0 requerido. La demostración del le- 
ma queda finalizada. 

Corolario 1. Supongamos que las curvas L y È satisfacen las condi- 
ciones del lema. Puede, pues, indicarse tal número 2% que cualquier arco 
de la curva Т, de longitud inferior a 2) se proyecte univocamente sobre 
uno de los ejes coordenados del sistema cartesiano de coordenadas rectan- 
gulares Оту. 

En efecto, tomemos a título de à el número aducido en el етай. 
Cualquier arco de la curva 7, de longitud inferior a 24 está conte- 
nido en el A-entorno de cierto punto Р en la curva L. Una tangente en 
el punto P forma con uno de los ejes Oz ó Oyun ángulo inforior o 
iguala 1/4. Entonces, evidentemente, una tangente en cualquier punto 
del arco en consideración forma con la tangente citada un ángulo 
inferior a x/2, por 10 cual este arco se proyecta univocamento sobre 


1) La existencia de tal 2. ya se ha establecido еп la primora parto de lu de- 
mostración del teorema. 
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el eje mencionado (si la proyección no fuera unívoca, tendríamos unas 
tangentes que formarían con el eje indicado un ángulo igual a 1/2). 
Corolario 2. Supongamos que las curvas L y L satisfacen las condi- 
ctones del lema 1. Entonces, puede indicarse tal número 24 > 0, que 
cualquier arco de la curva Т, de longitud inferior a 2h se proyecte ипі- 
vocamente sobre ambos ejes coordenados de un sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares Оту elegido especialmente para dicho arco, 
Tomemos a título de A un número mencionado en el lema. Cual- 
quior arco de la curva 7, de longitud inferior а 2% está contenido en el 
k-entorno de cierto punto P de la curva L. Elijamos un sistema car- 
tesiano de coordenadas rectangulares de un modo tal que una tangen- 
te en P forme con sus ejes un ángulo de л/4. Entonces, una tangente 
en cualquier punto de dicho arco formará con cada uno de los ejes 
Ох y Oy un ángulo inferior a 1/2, por lo cual dicho arco se proyectará 
«nívocamente sobre cada uno de los ejes. Notemos que los cambios 
no siguificantos dol sistema elegido de coordenadas no influyen on 
la posibilidad de que el arco se proyecte univocamente sobre ambos 
ejes coordenados. 
Lema 2. Sea Q un cuadrado y sea R un ángulo con vértice en el cen- 
tro Р del cuadrado Q y abertura igual а 2a < л/А. Designemos con Г 
una parte de la frontera del cuadrado Q encerrada dentro del ángulo R. 
Entonces, el ángulo entre cualquier cuerda de la linea 1' (una línea recta 
que une dos puntos de Г) y la bisectriz del ángulo R по es inferior a œ. 
No damos la demostración do este lema por ser la misma elomen- 
tal. 
Lema 3. Sea Q un cuadrado y sea L una curva suave sin puntos 
múltiples que tiene por origen el centro P del cuadrado Q. Supongamos 
que la cota superior exacta de los ángulos que forman las tangentes a L 
con una semitangente а L en el punto P es igual а п < 1/8, Entonces, 
L corta la frontera del cuadrado Q en un punto a lo sumo. 
DEMOSTRACION Construyamos un ángulo Æ con abertura 2a, 
Ta < 20 <n/4, de cuya bisectriz sirve la semitangente a Z en el 
punto Р y de vértice, ol centro Р del cuadrado. Designemos con Г 
vna parte de la frontera del cuadrado Q encerrada dentro del ángulo 
R. Evidentemente, la curva L está dispuesta dentro del ángulo № 
(si /. cortara el lado del ángulo R en un punto distinto de P, se en- 
contraría una tangente paralela a este lado, у la misma formaría con 
la somitangente a /, en el punto P un ángulo ignal a a > 4; lo que 
contradiría la hipótesis) Supongamos que /, corta Г en dos puntos 
M y N. Entonces, se encontraría en /, un punto, en el gue una tangen- 
te sea paralela а la cuerda ЛГУ y, de acuerdo con el lema 3, dicha 
tangente formaría con la semitangente a Г. en Р un ángulo no infe- 
rior a ><, lo que contradice la hipótesis del lema Este último, 
pues, queda demostrad». 


190 Сар 7. Fórmulas de Green, Stokes, Ostrogradski 


Corolario de los lemas 1 y 3. Supongamos que las curvas L y Т, 
satisfacen las condiciones del lema 1 y que 6 > 0 es un número mencio- 
nado en dicho lema. Entonces, la curva L corta la frontera de cualquier 
cuadrado Q con centro en un punto arbitrario P de esta curva y con el 
lado inferior a | 26 en dos puntos a lo sumo. 

Cerciorémonos de que el corolario es verídico. Sea P un punto ar- 

bitrario de la curva Г y sea % > 0 un número mencionado en с) le- 
ma 1. Recurramos al A-entorno del punto Р. Ambos puntos de frou- 
tera de este entorno y la parte de Z dispuesta fuera del A-entorno se 
disponen, de acuerdo con el lema 1, fuera de cualquier cuadrado con 
centro en P y con el lado inferior еп longitud a }/ 25. Por eso, el 
)-entorno en consideración (y só- 
lo dicho entorno) se intorseca 
von la frontera del cuadrado 0 *). 
Por cuanto cada ило de los se- 
mientornos del ¿-entorno on con- 
sideración del punto P satisface 
las condiciones del lema 3, se 
pone claro que el A-entorno cor- 
tará la frontera del cuadrado Q 
en dos puntos a lo sumo. 
. Partición especial del do- 
minio D con frontera suave a 
trozos L. Sea D un dominio finito 
conexo, cuya frontera J, зе com- 
pone de un número finito de 
curvas cerradas suaves а trozos 
у sean Py, Ру1о5 
puntos angulosos de la frontera £. Convengamos en considerar que 
en un plano está elegido un sistema cartesiano de coordenadas 
rectangulares Оху. 

Demos a conocer un método de partición especial del dominio Р 
en subdominios. Las particiones de este tipo nos harán falta en la de- 
mostración del teorema 4. 

1°. Cerciorémonos de que para cualquier e > 0 pueden elegirse 
los cuadrados Q,, Qs, . - -» Qx con centros en los puntos angulosos 
de la frontera Ё, y lados paralelos a los ejes Oz y Oy (fig. 7.4) de una 
manera tal que queden cumplidas las siguientes condiciones: 


1) La frontera de cada cuadrado 0, con centro en P; se interseca 
con cada una de las dos ramas de la frontera L, que tienen por origen 
P;*) exactamenteen un punto (véase fig. 7.4). Estos puntos son los 

1) Aquí se aprovecha el teorema de Jordan que afirma lo siguiente: sí 
dos puntos de una curva continua L sun puntos interior y exterior del dominio D, 
una curva Z cortará la frontora de Р. 

2) Un A-entorno suficientemente pequeño del punto anguloso P; so compo- 
ne de dos ramas suaves que tienen dicho punto como su origen. 


Fig. 7.4. 
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únicos puntos comunes de la frontera del cuadrado Q; соп la frontera 
778 

2) La suma de áreas do los cuadrados Q; será inferior a e; la suma 
de longitudes de las partes de la frontera Z dispuestas dentro de 105 
cuadrados Q; también será inferior a e. Es evidente que en este caso 
la suma de perímetros de los cuadrados 0, no sobrepasa Ae, donde А 
ex una constante, 

La posibilidad de elegir Jos cuadrados 0; precisamente de un mo- 
do descrito más arriba se confirma por los siguientes razonamientos. 

Veamos los /-entornos de los puntos angulosos que obedecen a los 
siguientes requisitos: 

1. Dichos ¿-entornos no se intersecan. 

2. La suma de longitudes de todos los A-entornos es menos de в. 

3. La cota superior exacta de los ángulos que forman las tangentes 
de cada uno de los semicntornos del A-entorno con Ја semitangente 
correspondiente en un punto anguloso es menos de Z < 1/8. Es evi- 
dente que Ја elección de tales ¿-entornos de los puntos augulosos es 
bien posible. Notemos que cada uno de los semientornos de los )-en- 
tornos elegidos satisface las condiciones del lem Por eso, cada uno 
de estos semientornos se intersoca а lo sumo en un solo puuto con la 
frontera de cualquier cuadrado que tiene por su centro el correspon- 
diente punto anguloso. 

Definamos рага cada punto anguloso P; un número 5,2-0 
que seaigualala cota inferior exacta de las distancias desde 2, hasta 
la parto de £ obtenida por eliminación en £ del -entorno del punto 
р. 

Desiguemos б = тїп {6,, dz. .. -, бх). Está claro que cualquier 
cuadrado О, сол centro en Р,, cuyo lado es inferior en longitud a (26, 
satisface la condición 1) enunciada anteriormente. pues, elegido del 
modo aducido el cuadrado Q;, para cada wno de los semientornos del 
punto P; quedan cumplidas las condiciones del Jema 4, y, además. los 
puntos de frontera del semientorno se disponen fuera del cuadrado 
Q, (precisamente a ello se debe la unicidad del punto de intersección 
del semientorno con la frontera del cuadrado). Está claro también que 
haciendo disminuir los lados de los cuadrados, podemos conseguir que 
la suma de susáreas sea inferior а e. Evidentemente la suma de longi- 
tudes de las partes de la frontera £ dispuestas dentro de los cuadrados 
0, será intorior a e a cuenta de Ja elección especial de los A-entornos 
de los puntos angulosos De este modo, la condición 2) también se 
cumple con la elección indicada de los cuadrados Qg. 

2°. Eliminemos en Z aquellas partes que se encuentran dentro de 
los cuadrados 01. La parte restante йе L representa un juego de cur- 
vas suaves Z, sin puntos comunes; algunas de 27; representan en este 
caso curvas suaves cerradas. Notemos que cada curva no cerrada L; se 
compone de puntos interiores de la curva suave Le, cuyos puntos de 
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Көш serán constituidos por los puntos amgulosos de L (véase 
ig. 7 

Aprovechemos el lema 1 del punto antecedente para cada una de 
las curvas Lr. Soan A, y ôf los números garantizados рага L; por dicho 
lema. E) número ôf lo hagamos obedecer en este caso a una exigencia 
wmás, considerando que él es menos de Іа cota inferior de las distancias 
desde Jos puntos de 77; hasta las demás curvas Zp. Denotemos A 

>= mín (Aj, As Акру 0 < 6* < min (0; a бу), 8% 
«< y 26, donde б es el número elegido on 1°. Es evidente que A 
> 6*. 

Dividamos cada una de las curvas Z, en un número finito de par- 
tes de longitud 6%. Consteuyamos los cuadrados Q; cuyos centros se 
disponen en los puntos de partición de la curva T; y tienen los lados 
de longitud ò”, paralelos a los ejes Or y Oy. 

3°. Con ayuda de los cuadrados 0, y Q, construyamos la parti- 
vión requerida del dominio D. 

4) Eliminemoson D las partes que son comunes соп D у los cua- 
drados у. La parte restante de D se denotará соп D,, y la frontera de 
D. se denotará con Z, La frontera de L, se compone de las curvas 
Т y de segmentos de unas rectas paralelas a los ejes coordenados. 

2) Denotemos con Q, la parte común del cuadrado Q, y del domi- 
nio D,. Los dominios Q; dividen el dominio D, en partes simplemen- 
te conexas D; 1), la frontera de cada una de ellas se compone de los 
segmentos rectilíneos paralelos a los ejes de coordenadas y, quizás, 
de un segmento rectilíneo que está covtenido en una de las curvas 
Tı y que tiene longitud inferior a 6. Por cuanto el citado segmento rec- 
tilínoo se proyecta unívocamente sobre uno de los ejes coordenados 
(la Jongitud de cada uno de estos segmentos es inferior a 6* < A, y 
en este сазо, de acuerdo con el corolario 1 del loma 1, dicho segmento 
se proyecta unívocamente sobre uno de los ejes coordenados), enton- 
ces, evidentemente, cualquier dominio D, puede dividirse, mediante unas 
rectas paralelas a uno de losejescoordenados, en un número finito de las 
partes Dj, cada una de las cuales representa o bien un rectángulo, o 
bien un trapeciocurvilineo *), degenerado, quizás, en un triángulo cur- 
vilínoo. 


з) Un domino Ð зе Hama simplemente conexo, къ cualquier curva corrada 
suave a trozos sin puntos múltiples, dispuesta cn D, limita el dominio, cuyos 
puntos тола todos а D- М 

3) Recordemos que зо Пата trapecio curvilinoo а una figura cuyas bass 
son paralelas a uno de los ejes coordenados. además, uno de los lados laterales 
es {кан al otro eje coordenado y sobre este último so proyecta unívocamente 
el lado lateral curvilíneo dol trapecio 
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En la fig. 7.5 se muestra uno de los dominios D;. Con líneas pun- 
teadas se señala la partición de б, en las partes Dn. 

6. Demostración del teorema 7.1. Acabamos de convencernos 
de que, al eliminar en D las partes dispuestas dentro de los cuadrados 
0,. se obtiene un dominio D, *) con la frontera Ze, el cual puede divi- 
dirse en un número finito de los dominios del tipo especial Dp. 

Demostremos que para el dominio De es válida la fórmula de Green. 
De acuerdo con el corolario en el p. 3 del párrafo dado, para ello bas- 
ta cerciorarse de que cada uno 
de los dominios D, es un domi- У 
nio del tipo К con relación а 
cierto sistema cartesiano de co- 
ordenadas especialmente elegido. 

Si D, es un rectángulo, a 
título de sistema requerido inter- 
viene, por ejemplo, un sistema 
de coordenadas en el que uno de En 
los ejes es paralelo a la diago- 
nal de este rectángulo. Sea Dy Fig. 73. 
un trapecio curvilínoo о un 
triánguo curvilíneo. El método de construcción de los dominios Dp 
prevé que el lado encorvado do la frontera de D, satisface las 
condiciones del lema 1, p. 4 de este párrafo, por lo cual se proyec- 
ta univocamente, con arreglo al corolario 2 del lema citado, sobre am- 
bos ejes coordenados del sistema rectangular de coordenadas carto- 
sianas especialmente elegido. Por cuanto los cambios no significan- 
tes en la elección de dicho sistema no perturbau la propiedad men- 
cionada, podemos, obviamente, elegir tal sistema de coordenadas 
que sobre ambos ejes del mismo también se proyecten univocamente 
las partes rectilíneas de la frontera de Юу. Con relación a este siste- 
ma de coordenadas D, será un dominio del tipo К. Así pues, para el 
dominio D¿ queda válida la fórmula de Green 


(LL) drdy=§ P a40 dy. (7.10) 
Le 


07] 


El método de construcción de los dominios De estipula quo, cuan- 
do «—>0, los miembros izquierdo y derecho de la fórmula (7.10) 


tienen por límites IN (2-2) агау y { ах + Qdy, respec- 
Б ? 


tivamente. IÈ] teorema 7.1 está demostrado. 


1), Recordemos que los cuadrados Q, se eligon а hase de cualquier: x positivo 
dado de un modo tal que la suma de sus áreas sea inferior а e, y que la suma de 


longitudes de los partes de la frontera L dispuestas en 03, sea también info- 
rior u e. Está claro que los dominios D, agotan el domino D, cuando e— 0. 
12—509 
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$ 2. Fórmula de Stokes') 


1. Formulación del teorema fundamental. Sea $ una superficie 
bilateral, completa, limitada y continua a trozos con una frontera 
suave a trozos £*). 

Se llamará entorno de la superficie 5 a cualquier conjunto abierto 
Q que contiene S. 

Resulta válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 7.3. Supongamos que en cierto entorno de la superficie S 
las funciones P (x, y, 2), Q (e, у. 2) y R (т, y, 2) son continuas y tie- 
nen derivadas parciales continuas de primer orden. Entonces, ticne lugar 
una relación siguiente: 

p @ д, dl aN 

5 (E - 2) ayaz + (LE - E) dada + ( Ж... 2P ) ds dy = 


y ог vz oz 


= $ P dz +Q dy + Rdz, (741) 
r 


que se denomina fórmula de Stokes. En esta fórmula la integral en el se- 
gundo miembro representa una suma de integrales a lo largo de lox compo- 
nentes conexos de la frontera T, donde se indica tal dirección del recorrido 
que, al tener en cuenta la elección del lado de la superficie, la superficie 
$ quede por la izquierda. 

"Teniendo presente la observación 2, p. 2, $3, cap. 4 sobre la for- 
ma de notación de las integrales de superficie de segunda especie у, 
por otra parte, las designaciones X, Y, Z para los ángulos formados 
por la normal а la superficie con Jos ejes coordenados, la fórmula de 
Stokes (7.11) puede ser escrita en la siguiente forma: 


ІХ ЦО) cos x + (LL) cos Y + 


voz 


ðQ òP. 
(2 29 +) сов Z ] do = $ Pda+0dy+Rdz. (7.12) 

En los puntos que vienen abajo demostraremos una serie de pro- 
posiciones que nos harán falta en la demostración del teorema enun- 
ciado. 

2. Demostración de la fórmula de Stokes para una superficie suave 
que se proyecta unívocamente sobre tres planos coordenados. Es váli- 
do el siguiente teorema. 

Teorema 7.4. Sea S una superficie bilateral simplemente conexa, 
suave limitada y completa con una frontera suave a trozos Y. Convenga- 
mos en considerar que S se proyecta univocamente sobre cada uno de los 


1) б. G. Stokes (1819—1903). matemático y físico inglés. 
2) Notomos que una superficie cerrada no tiene frontera. 
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planos coordenados del sistema Отуг. Supongamos дие en cierto entorno 
de S vienen dadas las funciones P, Q y В que son continuas en dicho en- 
torno y que tienen sobre el mismo derivadas parciales continuas de pri- 
mer orden. En este caso queda válida la fórmula de Stokes (1.44). 
DEMOSTRACIÓN, Para demostrar, recurramos a la forma (7.12) en 

que se anota la fórmula do Stokes. Se considerará que los vectores 
unidad de la normal forman ángulos agudos con los ejes coordenados. 
Es ovidente que el teorema quedará demostrado, si demostramos las 
igualdades 

|| (E cos Y — 22 eos Z) do фраз, 

= 


dz 


(7.13) 


Jx 


(E со 20 cos X) do= fean 


$ 
(уров v òR 
| { (у eos X— LE соз Y) do= і Rdz. 
R y 
Por cuanto las relaciones (7.13) se demuestran de un modo igual, 
detongámonos en la demostración de la primera de ellas. 
Denotemos con / la integral en el primer miembro de la primera 
de las igualdados (7.13): 


3 4 
т={{ (оу 20 cos2) do. aaa) 
s 

Por hipótesis, la superficie S es suave y so proyecta univocamente 
sobro el plano Ozy. Por сво, 5 representa la gráfica de una función 
z= z (т, y). En tal caso podemos hallar cos Y y cos Z, si tomamos en 
consideración la orientación de las normales unidad con relación a 
S, do acuerdo con las siguientes fórmulas: 


cos Y == =, 0082 


[ЖЕЕ Г 
de 
ду * 
Haciendo uso de las fórmulas (7. 
del modo siguiento: 


т=—({ (Z4 E) cosz do. (7.16) 
s 


, (7.45) 


PHT 


donde p=E, q= 


escribamos la relación (7.14) 


Sobre la superficie 5 los valores de la función P (z, y, z) son igua- 
les a Р (z, y, z (т, y)), razón рог la cual obtenemos, según la regla de 
diferenciación de la función compuesta 


а ӘР, ар 
OA ж (т. И) = а rro 


13% 
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Por eso, la relación (7.16) toma la forma 


Ia 9) F P(e, u (4, 0010082 do. (7.47) 


Sea D la proyección sobre el plano Озу de la superficie 5, у sea 
1, la proyección sobre el mismo plano de la frontera Г de esta supor- 
ficie. Es evidente que la integral de superficie en el segundo miembro 
de (7.17) será igual a una integral doble 


[150 (z. y, a(x, y) dzdy (véase observación 2, p2, $3, 
р 


сар. 5), у, рог его, 
т=—{-у!Р@. y. (т, dr dy. (7.18) 
Ы 


Aplicando а la integral en el segundo miembro де 7 (18) la fór- 
mula de Green, obtenemos 


Gt n ale, аар — { Pe, у, сб. y) do. (1.19) 
5 | 


Supongamos que un punto M (т, y, т) de la curva Г se proyecta 
еп el punto N (z, у) de la curva L. Entonces, evidentemente, cl va- 
lor de Ја función P (z, y, z) en el punto M de la curva T coincide con 
el de la función Р (x, y, 2 (т, y) en el punto N do la mismacurva. 
Por eso resulta válida la siguiente igualdad 


GP (z, у, (т, Ш) аг ÑP (2, y, туйт. (7.20) 
М т 


De las relaciones (7.14), (7.18)— (7.20) se deduco, obviamonte, la 
primera de las igualdades (7.13). La demostración de la segunda y de 
la tercera de estas igualdades se realiza de un modo análogo, pero ко 
deben examinar esta vez las proyecciones de 5 sobre los planos Oyz 
y Ozz, respectivamente. El teorema está demostrado. 

3. Notación invariante de la fórmula de Stokes. Supongamos que 
las funciones P (т, y, 2), Q (х, у. 2) y R (т, y, 2) son continuas y tie- 
nen derivadas parciales continuas de primer orden en cierto entorno 
Q de la superficie S. Definamos en О un campo vectorial р. cuyas 
coordenadas en el sistema cartesiano de coordenadas rectangulares 
dado son iguales a P, Q, R. Es evidente. que bajo las condiciones 
impuestas en las funciones P, Q, R, el campo р será continuo y dilo- 
renciable en О. Hallemos el rotor de este campo. Haciendo uso de la 
expresión para rot pen una hase ortonormal i, j, k, obtendremos 


ш ре (2) (2) (E был) 
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Elijamos en la superficie 5 un lado determinado, os decir, señalemos 
en 5 un campo continuo de normales unidad т. Recurriendo a Ја ex- 
presión (7.21) para rot p, y empleando la designación estándar cos X, 
cos Y, cos Z para las coordenadas del vector unidad de la normal m 
а la superficie 5, obtendremos 


åP _ ôR 


n rot p= EE) cos X+ LA cos Y+ 
00 әр 
+ (6. q) «2. (7.22) 


De la relación (7.22) proviene que la integral en el primer miembro 
de la fórmula de Stokes (7.12) puede ser escrito en la forma 


И rot p do, (7.23) 
E 


Así pues, la integral on el primer miembro de la fórmula (7.12) puede 
considerarse, siendo elegido un lado determinado de la suporficio, 
como integral de superficie de primera especie (7.23) de la función 
n rot p definida sobre la superficie S. Por cuanto el producto escalar 
п rot р y el elemento de área do de la superficie S no dependen de Ја 
elección del sistema cartesiano de coordenadas rectangulares en el 
espacio, al pasar а una nuova base ortonormal і’, ', k’, el primer 
miembro de la fórmula (7.12) no cambiará su valor y forma, es decir, 
el primer miembro es invariante respecto del sistema cartesiano de 
coordenadas rectangulares en el espac 
Volvamos ahora a la integral 


Pa + Q dy + R da, (7.24) 
А 


que figura Г оп el segundo miembro de la fórmula de Stokes. 

Cerciorómonos de que esta integral lleva también un carácter in- 
variante: su valor y su forma no varían, al pasar al sistema nuevo de 
coordenadas cartesianas. 

Sea £ un vector unidad de la tangente en los puntos do Ја frontera 
T de la superficie S cuya dirección está concordada con el sentido del 
recorrido еп Г, y sean cos æ, cos |, cos y las coordenadas del vector +. 
Tomemos por parámetro en Г la longitud del arco Z, con la particulari- 
dad de que cn cada componente conexo de la frontera el crecimiento 
del parámetro se concuerda con el sentido del recorrido on dicho com- 
ponente. Bajo las condiciones impuestas en Г, la función £ (0 será 
continua a trozos. Por cuanto el campo р es continuo ед Г. sus coorde- 
nadas representan еп Г funciones continuas de 1. Observemos que, 
después de elegir el sentido del recorrido y el parámetro еп la curva 
Г, la integral curvilínea de segunda especie (7.24) se transforma en 
una integral cusvilínea de primera especie. En tal caso P, Q, y R 
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se calculan en los puntos de Г, y dz = cos a dl, dy = cos В dl. de = 
= cos y dl. De esto modo, 


$Р dz + Q dy + R dz = $ (P cos a + Q соз fi + R cos y) dl = 
Ш 


г 


= § ptal 
T 


Las relaciones (7.25) muestran que la iutegral (7.24) es realmente de 
carácter invariante: el producto escalar pt es invariante y la para- 
metrización con ayuda de la longitud del arco no está ligada con el 
sistema de coordonadas. 

En el nuevo sistema cartesiano de coordenadas Ox'y'z” tenemos 


рій = (P' cosa! + Q' cos В' + E cos y) Ш = 
= Р'ах + Q'dy + К" 


Por eso, 
P dz + Q dy + R dz Раг à- Q dy + R аг. 
Indiquemos que la integral 


ptal 
P 


se llama, de ordinario, circulación del campo vectorial p a lo largo de 
la curva T. 

Los razonamientos aducidos permiten atribuir a la fórmula de 
Stokes (7.11) (д a (7.12)) la siguiente forma invariante: 


$ {а rot pdo = § pt dl. (7.26) 
> Н 

4. Demostración del teorema 7.3. Demostremos la siguiente afir- 
mación auxiliar. 

Lema. Sea $ una superficie suave bilateral, completa y limitada con 
una frontera suave a trozos T”), Existe tal б > 0 que cualquier parte co- 
пеха de la superficie S, cuyas dimensiones son inferiores a $ *) se proyec- 
ta unfvocamente sobre cada uno de los planos coordenados de cierto sis- 
tema cartesiano de coordenadas. 

DEMOSTRACIÓN. Cerciorémonos primero de que cierto entorno de 
cada punto M de tal superficie se proyecta univocamente sobre cada 
uno de Jos planos coordenados de cierto sistema cartesiano de соогйе- 
nadas: 


3) Notemos que una superficie cerrada no Lieno fronteras. 
2) Tal parte de la superficie puede dispoverse dentro de una esfera de ra- 
io ô. 
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Sea пм el vector de una normal unidad a la superficio en el punto 
М, Elijamos un sistema cartesiano de coordenadas Ozyz de un modo 
tal que el vector лу forme ángulos agudos con los ejes Oz, Oy, 02. 
Entonces, evidentemente, en este sistema de cordenadas los determi- 
nantes 


Zuu 


Уи 
Yo el Ў 


ЫЛ 
2,1. To Yo | 

son distintos de cero para los valores de u y v que definen el punto M, 
y, por ser 5 suave, distintos de cero en cierto entorno del punto (u,v) 
(estos determinantes son proporcionales a las coordenadas del vector 
unidad de la normal a la superficie). Recurriendo a la demostración 
del teorema 5.1 y a la observación que acompaña dicho teorema (уба- 
sep $ 1, cap. 5), nos convencemos de que cierto entorno del pun- 
to se proyecta univocamente sobre cada uno de los planos coordenados 
del sistema elegido de coordenadas Огуз. 

Admitamos que la afirmación del lema no es cierta. Entonces, 
para cada ё, == 1/n.n = 4,2, .. ., puede indicarse una parte Sp 
de la superficie $, cuyas dimensiones son inforiores а ón, que no so 
proyecta unívocamente «obretres planos coordenados de cualquier 
sistema cartesiano de coordonadas. Elijamos en cada parto Sp un 
punto М, у separemos, a continuación, en cada sucosión (27, } 
una subsucesión que converja a cierto punto M de la superficie $. 
Examinemos un entorno del punto M que se proyecta univocamente 
sobre cada uno de los planos coordenados de cierto sistema cartesia- 
no de coordenadas Oxyz Dicho entorno contiene una de las partes 
5, que también se proyectará univocamente sobre tres planos coorde- 
nados del sistema Ozyz. lo que contradice el modo de elegir las partes 
Sn» De este modo, la admisión de que la afirmación del lema era 
errónea conduce a una contradicción. El lema está demostrado. 

Procedamos ahora con la demostración del teorema 7.3. Dividamos 
S. mediante unas curvas suaves a trozos, en un número finito de par- 
tes suaves Sy, cada una de las cuales sea inferior en dimensión a $ 
que acabamos de mencionar, demostrando el lema, Además, al nú- 
mero de las curvas que dividen S le sumemos también las aristas de 
la superficie. Por enanto la parte S; se proyecta univocamente sobre 
tres planos coordenados de cierto sistema cartesiano de coordenadas, 
la fórmula de Stokes se verifica para la parte S,, en virtud de la inva- 
rinción de la misma (véase p. 3 de este párrafo) y de las deducciones 
obtenidas en el p. 2 del párrafo presente. Sumemos, ahora, los miem- 
bros primero y segundo de las fórmulas de Stokes para las partes Sy. 
Es ovidente que la suma de los primeros miembros de estas fórmulas 


representan una integral doble И п rot р do, miontras que en el 
Б 
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segundo miembro figurará la suma de integrales Ê pt dl a lo largo 
de las fronteras F; de las partes 5. Está claro que las integrales a lo 


largo de los tramos comunes de la frontera de las partes 5; se reduci- 
rán, puesto que dichos tramos se recorren en los sentidos opuestos 


Fig. 
(véase la ilustración en la Sig. 7.6). Por eso, la suma de integrales cur- 
vilíneas citada más arriba es igual а la integral curvilínea a lo Jar- 


go de la frontera T de la superficie S. De nuestros razonamientos pro- 
viene la validez de la fórmula 


$5. rot pdo= $ ptal, 
= 


la cual es precisamente fórmula de Stokes. El teorema está demostra- 
do. 
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1. Formulación del teorema fundamental. Sea V un dominio 
finito, en el caso general, múltiplemente conexo én un espacio Олуг 
con la frontera suave a trozos 5 1). El dominio V con la frontera ad- 
junta se donotará con Ў. Es válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 7.5. Supongamos que las funciones P (£, y, 2), Q (2, y, 
3) y R (z, у, 2) son continuas en Ў y tienen derivadas parciales conti- 
nuas de primer orden еп V. Si existen integrales impropias, extendidas 
al dominio V, de cada una de las derivadas parciales de las funciones P, Q 
y R queda válida la relación 
111 р 90 28) dady de 5 P dydz+Qdzdr +R dz dys 

» 5 


ду Та: 


(7.27) 


1) La frontera 5 se llama suave а trozos, sı está compuesta por un número 
finito de superficies suaves quo lindan una con otra a lo largo de las curvas 
suaves, llamadas aristas de la superficio. Si lu frontera 5 se compone de nn 
número finito de superficies suaves a Lrozos cerradas S;, estas últimas е deno- 
minan componentes солетов de S, y el dominio conexo V, se Hama múltiplemente 
conexo. 
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que se denomina fórmula de Ostrogradski. La integral en el segundo 
miembro representa una suma de integrales a lo largo de los componentes 
conexos de la frontera S, en los cuales está elegido el lado exterior con 
relación a V. 

Limitémonos a la demostración de la fórmula de Ostrogradski só- 
lo para una clase especial de dominios. 

Observemos que el teorema 7.5 puede ser demostrado aplicando 
e) método empleado en el $ 1 de este capítulo, al demostrar la fórmula 
de Green, 

2. Demostración de la fórmula de Ostrogradski para una clase 
especial de dominios. Un dominio finito simplemente conexo У con 
la frontera suave а trozos 5 se 
llamará dominio del tipo K, si 
cada recta paralela a cualquier 
eje coordenado corta la frontera 
5 del dominio V en dos puntos a 
lo sumo. 

Para un dominio del tipo K 
se emplearán sistemas especiales 
de dominios agotadores (Y). 
ón de 


oste tipo de sistemas. 

Supongamos que un dominio 
D on el plano Oxy representa una 
proyocción sobre esto plano del 
dominio V. Por los puntos de 
frontera del dominio D tracemos 
unas rectas paralelas al eje Oz. Cada una de estas rectas se 
interseca com la frontera S del dominio Y en un solo punto. El 
conjunto de estos puntos divide S en dos partes 5' y S” (fig. 7.7) 
que representan las gráficas de las funciones z, (т, y) y 2. (2, y), 
que son continuas en D y diferenciables a trozos en D. Notemos que 
z, (e, 4) < ® (2, y) (la igualdad tiene lugar sólo on los puntos de la 
frontera del dominio D) 

Veamos una sucesión arbitraria de dominios (D, ), que agotan mo- 
nótonamente el dominio D. Sean 5, y S% las gráficas de Jas funciones 
z (£, y) + en Y Za (z, y) — £n, definidas sobre Dn (el número en 
se elige tan pequeño que las superficies Sh y S; no se intersequen). 

La frontera del dominio V, es una superficie compuesta por las 
superficies S y $ y la parte de una superficie cilíndrica con genera- 
tsicos paralelas al eje Oz. En tal caso de gencratriz de la superficie 
cilíndrica sirve la frontera del dominio Da. Un dominio Ў, +1 se 
construye de un modo análogo, mas en lugar del dominio Da se to- 
ma el Dati, Y Sn +1 ha de ser inferior a е„. Es obvio que, cuando 
e, > 0, el sistema {Ў„} agota monótonamente el dominio V. 


Fig. 7.7. 
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Domostremos la siguiente afirmación. 

Teorema 7.6. Supongamos que еп un dominio V del tipo К las fun- 
ciones P (z, y, 2), Q (z. y, 2) y R (x, y, 2) satisfacen las condiciones 
del teorema 7.5. Entonces. para dicho dominio y para las funciones P, 
Q y R es válida la fórmula de Ostrogradski. 

DEMOSTRACION, Es evidente que basta cerciorarse de la validez de 
las igualdades 


55 E arayas= | Рана. 
ў s 

5 2 dr dy dz= 5 Odzdx, 

ў 


Т] 


y (7.28) 
[FG drdydz= ff каса. 
"Е 
Рог ser igual la demostración de cada una de estas igualdades, roali- 
cómosla sólo de la tercera de las mismas. 

Veamos una integral triple 


E arayaz. (7.29) 
Т 


Para el dominio Т, у la función subintegral 2А en la integral (7.29) 


se cumplen todas las condiciones, bajo las cuales resulta vigente la 


fórmula do integración reiterada. De acuerdo con esta fórmula, tene- 
mos 


|f] ааа | | dz dy } а= 
Va Dn 
= È | Ri, v, zal, en) drdy— | { Ríe, v, а (2, 148) de dy. 
Da B, 
(7.30) 
El primer miembro de la relación (7.30) tiene, para n-»oo, un 


límite igual a Í { { 28 dz уйг. Por ser la función R (z, y, 2) uni- 
a 
} 


formemente continua en el dominio cerrado Y, cada uno de los 
sumandos en el segundo miembro de (7.30) tiene, para n->>00, 


un límite que es igual a {{ ве, и, (т. y) ахду рага el pri- 
5 
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mer sumando, y a =| f не, у, z (z, y) гау, para el segun- 
Р: 


do sumando. La primera integral de las que acabamos de señalar 

representa, al elegir el lado exterior de Ja superficie S, la inte- 

gral { hi R(z, у, 2)dzdy, y la segunda (habida cuenta del signo 
S 


“menos” por delante de ella) la integral ў} R(z, y, 2)dz dy. Asi 


puos, el segundo miembro de las relaciones (7.30) tiene para 
п-= оо, un límite igual a | È R(z, у, г) dr dy. Por consiguien- 


5 
te, la tercera de las fórmulas (7.28) ostá demostrada 

La demostración de lax fórmulas primera y segunda en (7.28) se 
realiza de un modo análogo (hace falta examinar Jas proyecciones de 
У sobre los planos Oyz y Ozz, respectivamente, y repotir los razona- 
mientos aducidos). F} teorema está demostrado, 

3. Notación invariante de la fórmula de Ostrogradski. Supongamos 
que las funciones P, Q y R satisfacen las condiciones del teorema 7.5 
еп un dominio conexo finito V con la frontera suave a trozos 5. Defi- 
namos en V un campo vectorial p, cuyas coordenadas en el sistema 
cartesiano dado de coordenadas Отуз son iguales a Р, 0, RR. Es evi- 
dente que bajo las condiciones impuestas en dichas funciones 
el campo р será continuo en Y y diferenciable en V. 

Hallomos la divergencia del campo p. Al hacer uso de la expre- 
sión para la divergencia del campo р en la baso ortonormal #,}, k, 
obtenemos 


div p=- 


OBSERVACION. Pasemos a un nuevo sistema cartesiano de coordena- 
das en un espacio. Sean k' una base ortonormal ligada con dicho 
sistema, y sean P”, Q’, R’. Vas coordenadas dol campo p es esta baso. 
Evidentemente, las funciones Р“, Q’, В” son continuas en Y y dife- 
rencisbles en V (estas funciones representan combinaciones lineales 
de las funciones P, Q, R). Por cuanto en el nuevo sistema de соотіепа- 
das 


queda válida, por ser invariante la divergencia, una igualdad 


a д0 
дт Т ду 
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Do este modo, si P, Q, R se consideran como coordenadas del 
campo vectorial p, la expresión 22 + 10 +2 no cambia su va- 
lor y forma, al pasar al nuevo sistema cartesiano de coordenadas rec- 
tangulares, es decir, es un invariante. 

Podemos obtener. por eso, la siguiente deducción importante: 
la integral que figura en el primer miembro de la fórmula de Ostrograds- 
ki (1.27) tiene ип carácter invariante; su valor y su forma no varian 
al pasar a un nuevo sistema cartesiano de coordenadas. En efecto, en tal 
transformación de las coordenadas el valor absoluto del jacobiano de 
transformación es igual a uno. Por otra parto, de acuerdo con la 
observación, la expresión subintegral no cambia ni el valor ni tam- 
poco la forma, al realizarse tal transformación de las coordenadas. 

Volvamos ahora a la integral 


{ | Pay da+ Qda de-+-R dz dy (7.31) 


que figura en el segundo miembro de la fórmula de Ostrograilski 
(7.27). Corciorómonos de que esta integral lleva también carácter inva- 
riante: su valor y la jorma de la expresión subintegral no varian, al 
pasar al nuevo sistema cartesiano de coordenadas. 

Teniendo presentes la observación 2, р. 2, $3, cap. 5 sobre la for- 
ma de notación de wna integral de snperficie de segunda especie y las 
designaciones X, Y, Z para los ángulos que forma la normal л п la 
superficie con los ejes coordenados, podemos escribir la integral (7 34) 
en la forma siguiente 


\ { (Р соз X = Ф cos Y + R cos Z) do (7 32) 
8 
La expresión subintegral en la integral (7.32) es un producto escalar 


пр, por lo cual la integral (7.32) (o bien, que es lo mismo, (7 31). 
puedo ser escrita on la siguiente forma invariante 


IN право. 


Notemos que esta última integral se denomina, de ordinario. /іи/о 
del campo vectorial p através de la superficie S. 

Volviendo a la forma invariante de escribir la integral (7.31). 
vemos que en el nuevo sistema cartesiano de coordenadas esta inte- 
gral tiene por expresión 


| È Pray da +0 22 de +8 dx dy. 


Q 
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Los razonamientos aducidos permiten escribir la fórmula de 
Ostrogradski (7.27) en la siguiente forma invariante: 


{ y div pæ = | прав. (7.33) 


En esta forma mediante dv está denotado un elemento de área del do- 
minio V. 

Del teorema 7.6 y de las deducciones de este punto podemos ex- 
traer un corolario importante. 

Corolario. Supongamos que las funciones P (х, y, 2), Q (к, y, 2) y 
R (х, y, 2) satisfacen las condiciones del teorema 7.5 еп un dominio 
finito V con la frontera suave a trozos S. Si el dominio V puede dividirse 
en un número finito de dominios V, con las fronteras suaves a trozos 
Sw y si cada uno de V, representa un dominio del tipo K con relación а 
cierto sistema carlesiano de coordenadas, para el dominio V y para las 
funciones P, Q, R queda válida la fórmula de Ostrogradskt. 

La validez del corolario se deduco de los siguientes razonamientos, 
Está claro que la fórmula de Ostrogradski se verifica para cada uno de 
los dominios Уу. Esto se predelermina por el carácter invariante de 
la fórmula y por el teorema 7.6 (en cierto sistema de coordenadas Vy 
será un dominio del tipo K). Es obvio, además, que la suma de inte- 


eralos { { (22422 4 FE) dz dy de de los primeros miembros de 


Ya 
las fórmulas de Ostrogradski para los dominios V, representa una in- 


tegral 5 2 +°у) dedydz. 


Mientras tanto, la suma de integrales de suporlicio $ { P dy dz + 
Sh 

+ Q dz dz + R dz dy en los segundos miembros de las fórmulas 

de Ostrogradski a lo largo de las fronteras S, de los dominios Va 


proporciona una integral | { P dy dz + Q dz dr+R dz dy, puos las 
s 

integrales a lo largo de los tramos comunos de la frontera de los 

dominios V, se reducirán, puesto que dichos tramos en los dominios 

vecinos de Т, están orientados de un modo opuesto, 


$ 4. Algunas aplicaciones de las fórmulas 
de Green, Stokes y Ostrogradski 


1. Expresión para el área de un dominio plano en términos de la 
integral curvilínea. Sea D un dominio conexo plano finito con la 
frontera suave a trozos L. Es válida la siguiente afirmación. 
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El área o del dominio D puede calcularse según la fórmula 
o=4 ў zdy—yaz, (7.34) 
Г. 


en la que la integral curcilínea representa una suma de integrales а lo 
largo de las componentes conexas de la frontera L, con la particularidad 
de que en cada una de dichas componentes se indica una dirección del re- 
corrido, para la cual el dominio D queda por la izquierda. 

Para demostrar la afirmación, veamos en D las funciones 


Р(х,у) = — у. О(х,уу=х. 
Es evidente que estas funciones satisfacen еп D todas las condicio- 
nes, en las cuales es válida la fórmula de Green (7.1). De acuerdo com 
esta fórmula, tenemos 


ER) dredy = фас) dy. 
> 


de 7 


І 


La integral doble en la última fórmula es igual а 20, mientras que la 
integral eurvilínea es igual а $ x dy — y de. De esto modo, la fór- 


1 
mula (7.34) está demostrada. 

2. Expresión para cl volumen en términos de la integral de su- 
perficie. Bea V un dominio conexo finito en un espacio con la iron- 
tera suave а trozos 5. 

Es válida la siguiente afirmación 

El volumen v del dominio V puede calcularse según la fórmula 


+ $ { xdydz+ydzdi -zdz dy. (7.35) 
8 


en la que la integral de superficie representa una suma de integrales a lo 
largo de las componentes conezas de la frontera S, con la particularidad 
de que en cada una de dichas componentes está elegido el lado exterior 
con relación a V. 

Para demostrar la afirmación, examinemos en V las funciones 


Р (2,0,2) = т, Qly) =y, Н(т,у,з)= 2. 
Es evidente que estas funciones satisfacen las condiciones. рага 


las cuales se verifica la fórmula de Ostrogradski. De acuerdo con esta 
fórmula, tenemos 


тее 


= $ $ xdydi+ydidr +2 da dy. 


y 


dm) 90) Б 
a +32) dzdydz= 
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La integral triple en la última fórmula es igual a 3v. Por eso, de esta 
fórmula se deduce la relación (7.35). La afirmación está demostrada. 

3. Condiciones en las cuales una forma diferencial P (=, y) de + 
+Q (г, y) dy representa una diferencial total. En este punto se indica- 
rán una serie de condiciones, en las cuales una forma diferencial 
P (x, y) de + Q (т, y) dy, definida en un dominio conexo D represen- 
ta la diferencial total de cierta función и (т. y). 

Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 7.7. Supongamos que las funciones P (z, y) y Q (к. y) 
son continuas en un dominio D- Serán equivalentes las siguientes tres 
condiciones. 

1. Para toda curva cerrada suave a trozos (quizás, con puntos múlti- 
ples) L dispuesta en D se tiene 


$ Pdr+Qdy=0. 


1 
2. Para cualesquiera dos puntos А у В del dominio D el valor de la 
integral 


| Paz+Qdy 
a 
по depende de la curva о trozos АЙ que une los puntos А y В y que está 
dispuesta en D. 
3. Una forma diferencial P (x, y) ах + Q (т, y) dy es una diferen- 
cial total. Dicho de otro modo, en D viene definida tal función и (Му = 
= и (ж, y), que 
du = P dz + Q dy. (7.36) 
En este caso, para cualesquiera dos puntos A y B del dominio D 
y para una curva arbitraria suave а trozos AB que une dichos puntos y 
que está dispuesta en D 


$ Pdx+Qdy=u(B)—u (А). (7.37) 
AB 
De este modo, el cumplimiento de cada una de las condiciones 
1, 2, 3 es necesario y suficiente para que se cumpla cada una de las dos 
restantes. 
DEMOSTRACION. Realicemos la demostración según un esquema 


Q 


es decir, demostremos que de la primera condición proviene la segun- 
da, de la segunda, la tercera, y de la tercera, la primera. Es eviden- 
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te que en este caso quedará demostrada la equivalencia de las condi- 
ciones 1, 2, 3. 
PASO PRIMERO. 1-> 2. Sean А у B unos puntos arbitrarios fijos 


= ТЕ, 
del dominio D, у sean ACB y AC'B cualesquiera dos curvas suaves a 
trozos que unen los puntos citados y que están dispuestas en D (fig. 


Fig. 7.5, Fig. 7.9. 
7.8). La unión de estas curvas representa una curva cerrada suave а 
ples) £ = ACB + BC'A, dispuesta 
ón 1 se supone cumplida, tenemos 
$ rar+Qdy=0 
È 
De esta igualdad obtenemos la siguiente relación tomando en consi- 
deración que L = ÁCÈ + ВСА y ано, al cambiar ol sentido del 
rocorrido, una integral enrvilánea cambia de signo: 
{ Pa+Qay= | Par+Qdy. 
40 Ка 


Por consiguiente, la condición 2 хе cumple. 
PASO SEGUNDO. 2— 3. Supongamos que Mo es unfpunto fijo; 
=> 


trozos (quizás, con puntos m 
en D. Por cuanto la condi 


М (z, y), un punto arbitrario del dominio 2; 27,0, cualquier curva 
suave a trozos que une los puntos Mo y M y que está dispuesta en D. 
En virtud de la condición 2, la expresión 


u(M)= { Pdr+0Qdy (7.38) 


Md 


=> 
no depende de la curva MoM, por lo cual representa una función de- 
finida en D. Demostremos que en cada punto M del dominio D ехіѕ- 


ten derivadas parciales 22 у 27. con la particularidad de que 


9: ди. E 
З= Р(х, №. 3-00 0). (7.39) 
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Por cuanto Р (z, y), y Q (=, y) son continuas en D, de las últimas re- 
laciones se deduce la diferenciabilidad de la función u y la igualdad 
(7.36). con lo cual será demostrado el segundo paso 2 => 3. 

La demostración de la existencia de las dorivadas parciales de la 
función u (z, y) y de las igualdades (7.39) se realiza simultáneamente. 


Demostremos, por ejemplo, la existencia de u y la primera de las 
desigualdades (7.39). Fijemos un punto M (т, y). Demos al argumento 


2 un incremento Az tan pequeño que el segmento MN, que une los 
puntos M (=, y) y N (т + Az, y), se disponga en 2 1). (fig. 7.9). 
Obtenemos 


Au=u(u+Az, y)—u(z, у) = 
= f Pdar+Qdy— | Par+Qdy= | Pdz+Qdy. 
MN 


йч мй 
Sobre el segmento MN la magnitud y ез de valor constante, por la 
cual 1) Q dy = 0. Por consiguiente, 
йк 
х+ах 


Au= | Pdz= | P(t, pat. 
Р У 


Aplicando а la última integral el teorema del valor medio, obtendre- 
mos 

Au = P (z + 04z, y) Az, donde 0< 0 < 1, 
de donde 


у= Р, +04z, y), 0<0<1. 


Por ser P (z, y) continua, ol segundo miembro de la última igual- 
dad tiene, para Ат — 0, un límite que es igual al valor de esta fun- 
ción en el punto M (2, y). Por consiguiente, lo tendrá también el 
primer miembro que es igual, por definición a la derivada 25, De 
este modo, la existencia de la derivada parcial y la validez de la pri- 
mera igualdad en (7.39) está demostrada. La existencia de la derivada 
Е la justeza de la segunda igualdad (7.39) resultan ser análogas. 

Demostremos ahora la relación (7.37). Sean A y В cualesquiera 
puntos de D, y sea АЙ una curva arbitraria suave a trozos que une 
dichos puntos y que está dispuesta en D. Esta curva se define me- 


1) Por cuanto D es un dominio, es десі 
los puntos interiores, tal elección es bien posibl 


14-509 


un conjunto compuesto sólo рог 
le. 
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diante las ecuaciones paramétricas z = z (f), y = y (t), а< t< b. 
Aprovechando la regla de cálculo de las integrales curvilíneas, obte 
nemos 


è 
| Paz+Qdy= { Pew, YN) (0) +000), y 0) (0) dt= 


Ай 


u¡dt=u(2(b), у (уу— и (z(a), y (a)) = и (В)у— и (4). 


Ш 


De este modo, la fórmula (7.37) queda demostrada. 

PASO TEKCEKO: З — 1. Esta afirmación se deduce de la fórmula 
(7.37). En efocto, para la curva cerrada £ el punto original coincidirá 
con el final, por lo cual, de conformidad con la fórmula (7.37), te- 
nemos 


Y Paz+Qdy=u(4)—u(4) =0. 
L 


El teorema está demostrado. 

OBSERVACIÓN. Se ba mostrado que las condiciones 1, 2, 3 del teo- 
rema 7.7 son equivalentes y, por eso, en particular, la condición 3 
representa una condición necesaria y suficiente, bajo la cual la inte- 


gral curvilínea È Pdz+-Q dy no depende de la elección de la curva 


È 
L que une cualesquiera puntos dados A y B del dominio D. 

Para los dominios simplemente conexos *) señalemos una condi- 
ción necesaria y suficiente, cómoda para las aplicaciones, рага que 
la forma diferencial Р dz+0 dy sea una diferencial total de cierta 
función. 

Naturalmente, esta condición será necesaria y suficiente para que 


la integral {Р 42-0 dy sen independiente de la elección de la 


curva: Z que une cualesquiera puntos dados A y B del dominio D. 

Teorema 7.8. Supongamos que las funciones Р (z, y) y О (2, у), 
como también sus derivadas parciales, son continuas en un dominio sim- 
plemente conezo D. Entonces, cada una de las tres condiciones 1. 2, З 
del teorema 7.7 es equivalente a la condición 


aP _ óQ 
=D. 

1) Recordemos que 0] dominio D se Пата simplemente conexo, si cualquier 
curva cerrada suave a trozos sín puntos múltiples dispuesta en D, limita un 
dominio cuyos puntos pertenecen todos a D. 


iones de las fórmulas Eti 


$ 4. Apli 


DEMOSTRACION. Apliquemos un esquema 
Кы 
T 
“й 
Ya hemos demostrado las аГігтасіопез 1 — 2 — 3. Demostremos que 


3>4y4>1. 
PASO PRIMERO: 3—» 4. Supongamos queen el dominio D existe 


una función u (z, y) tal que du = P dz + Q dy. Entonces ¿L = P, 
да 
LO, y 
aP СД ди 
sr (а) = 


ETA 


De este modo, la condición 4 se cumple. Notemos que para demostrar 
el paso 3 —> 4 no se requiere la condición de que el dominio D sea 
simplemente conexo. 

PASO SEGUNDO: 4 + 1. Supongamos cumplida la condición 4. 
Entonces, en cada punto del dominio D se verifica la igualdad 


д0 др 
Leo. (7.40) 


Si L es una curva suave a trozos cerrada sin puntos múltiples que 
está dispuesta en D y limita un diminio D* (el dominio D es simple- 
mente conexo, por lo cual cada punto del dominio D* pertenece a D), 
entonces, al emplear la fórmula de Green al dominio D*, y al hacer 
uso de (7.40), obtenemos 


ўраду ji 222) dædy=0. 


En el caso de que L tenga un número finito de puntos múltiples 
o sea una quebrada con un número finito de eslabones, para cada bu- 


cle Ё de la curva £ se verifica una igualdad 6 P dz + Q dy = 0, 
т 

у, рог eso, рага /, resulta válida la igualdad $ P dx + Q dy = 0. 
Ё 

Sea L una curva suave a trozos cerrada arbitraria. Elijamos para 

L un número А > 0 del modo mencionado en el lema 1. Dividamos L 

en las partes £x de longitud inferior a Ў, (entre los puntos de partición 

se encuentran también los puntos angulosos de la curva L, véase fig. 


7.10), De conformidad con el lema citado, las tangentes en los extre- 
mos М, y Na de cada parte Ly forman un ángulo inferior a 2/8. 


14 
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Entonces, obviamente, para A suficientemente pequeño el triángulo 
curvilíneo M,V,Ch (este triángulo está rayado en la fig. 7.10), en 
el cual А/С, forma con la tangente en M, un ángulo infe- 
rior a 1/8, y N,C, una normal 
aL еп el punto Na, se dispone 
íntegramente dentro de D y repro- 


» senta una curva suave a trozos 
ИЧ { cerrada sin puntos múltiples. 
м r Por eso, 
$ Par+Qdy=0. 
Fig. 7.10. мъ 


De aquí proviene que la integral curvilínea a lo largo del arco 


MAN es igual a la integral curvilínea а lo largo de la quebrada 
МАСМ: 
| Par+Qdy= ў Pdzr+Qdy. 
EAN мис, 

Razonando análogamente para cualquier parte Ly, obtendremos, 
como resultado, una quebrada Ê, dispuesta en D, para la cual 
$ P dz +Q dy =$ P dr + Q dy. (7.44) 
? Ё 

Más arriba se ha observado que para una quebrada È, dispuesta 
on D, la integral { P dz + Q dy es igual а coro. De aquí y de (7.41) 


llegamos a que 
$Par+0dy=0. 
ў 


El teorema está demostrado. 

4. Campos vectoriales potenciales y solenoidales. Hemos introducido 
anteriormente los conceptos de circulación y de flujo de un campo vec- 
torial (véanse p.3, $1, p. 3, $2 y р. 3, $3). Recordemos estos con- 
ceptos. 

Supongamos que en cierto dominio D viene dado un campo vecto- 
rial р (M) = р(х, y, 2). 

Definición 1. Se Пата circulación del campo vectorial р a lo largo 
de una curva cerrada suave a trozos L, dispuesta en el dominio D, a una 
integral 


$ota,, 
i 
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en la cual tes el vector unidad de la tangente a L, y dl, la diferencial de 
la longitud del arco de la curva L. 

Definición 2. Se llama flujo del campo vectorial P através de una 
superficie orientada suave a trozos $ dispuesta en el dominio Р a una 
integral 


ў $ pndo, 

Ё; 
donde п es el vector unidad de la normal а la superficie 5 дие señala su 
orientación, y do, un elemento de área de la superficie $. 

Introduzcamos los conceptos de campo vectorial potencial y de 
campo vectorial solenoidal. 

Definición 3. Un campo vectorial p se llama potencial en el domi- 
nio D, si la circulación de este campo a lo largo de cualquier curva ce- 
rrada suave a trozos, dispuesta en el dominio D, es igual a cero. 

Definición 4. Un campo vectorial p se Пата solenoidal en el domi- 
nio D, si el flujo de este campo a través de cualquier superficie cerrada 
suave а trozos, que está dispuesta en D sin tener líneas de autointersec- 
ción y que representa una frontera de cierto subdominto limitado del do- 
minio D, es igual a cero. 

Demostremos un teorema, que contione condiciones necesarias y 
suficientes de potencialidad de un campo, para los campos vectoria- 
les continuamente diforenciables y para una clase especial de dominios. 

Introduzcamos previamente una noción do dominio tridimensional 
simplemente сопехо por superficie. 

n dominio tridimensional D se denomina simplemente солехо por 
superficie, si para cualquier curva cerrada suave a trozos L, dispuesta 
en D. puede indicarse tal superficio orientable suave a trozos 5, dis- 
puesta on D. de cuya frontera sirve la curva L. Observemos que para 
la superficie mencionada 5 resulta válida la fórmula de Stokes. 

Tiene lugar el siguiente teorema. 

Teorema 7.9. Supongamos que en un dominio simplemente conexo 
por superficie D viene dado un campo vectorial continuamente diferen- 
ciable p = {Р. Q, R}. Entonces, son equivalentes las siguientes tres 
condiciones: 

1. El campo vectorial p == p (M) es potencial. 

2. En el dominio D existe una función potencial и (M), es decir, una 
función tal que p = grad u, о bien, que es lo mismo. 


du = P dz + Q dy + R da. 


En este caso, para cualesquiera puntos A y B del dominio D y para 
una curva arbitraria suave a trozos AB, que une dichos puntos y que estå 
dispuesta en D, se tiene 


{ рга ив) и (4) 


AB 
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(aquí, t es el vector unidad de la tangente a la curva AB, y dl, la dije- 
rencial del arco). 

5, El campo vectorial р = р (М) es irrotacional, es decir, rot р = 
= 0 en D. 

Es evidente que la condición 3 es equivalente a las relaciones 

ôP _ д0 ӘР 

клк к 

Así pues, cada una de las condiciones 2 y 3 representa la condición 
necesaria y suficiente de potencialidad del campo vectorial diferenciable 


DEMOSTRACIÓN. Apliguemos un esquema 
de 
Ea 
“7 


Las afirmaciones 1 — 2 у 2 — 3 son válidas sin suponer que el do- 
minio D es simplemente conexo por superficie y so demuestran por 
analogía completa con las afirmaciones corre: 
remas 7.7 y 7.8. 

Demostremos la afirmación 3 — 1. 

Sea L una curva cerrada suave a trozos, dispuesta en D. Por hipó- 
tesis, D es un dominio simplemente conexo por superficie. Por eso, 
existe en D una superficie suave a trozos S, de cuya frontera sirve la 
curva £. Según la fórmula de Stokes (7.26), tenemos 


фра = $ $ nrot pdo. 
-4 s 


De aquí y de la condición de que rot p = 0, obtenemos 
$ ptal=0, 
È 


es decir, el campo p es potencial. El teorema está demostrado. 
Demostremos en conclusión un teorema sobre las condiciones nece- 
sarias y suficientes de solenoidalidad en los así llamados dominios 
simplemente conezos por volumen. Un dominio espacial D se llama sim- 
plemente conexo por volumen, si cualquier superficie orientable 
cerrada y suave a trozos, que está dispuesta en D sin tener líneas de 
autointersección, es la frontera de un dominio dispuesto también 
en D. 
Teorema 7.10. Para que un campo vectorial continuamente diferen- 
ciable р sea solenoidal en un dominio simplemente conezo por volumen 
D, es necesario y Suficiente que en todos los puntos de D se verifique la 
igualdad 


div p = 0. 
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DEMOSTRACIÓN. 1) Necesidad. Sea М un punto arbitrario del do- 
minio D. Estudiemos cualquier esfera $ con centro en M, dispuesta 
íntegramente en D. Al aplicar a una bola Dg con la frontera $ la 
fórmula de Ostrogradski (7.33), obtenemos 


И { { div рал $ $ прав. (7.42) 
Dg 


Б 


Por cuanto р es un campo solenoidal, È { mp do=0, у, por eso, de 
acuerdo con (7.42), $ $ $ div р de = 0. Aplicando a la última into- 


25 
gral el teorema del valor medio, поз convencemos de que div p = 0 
en cierto punto de la bola Ds. En virtud de que dicha bola es arbitra- 
ria y el campo p. continuo, concluimos que div p se reduce a cero en 
el punto M. De este modo. la necesidad de las condicionos del teo- 
rema está demostrada. 

2) Suficiencia. Sea S cualquier superficio orientable corrada y sua- 
ve a trozos que está dispuesta en D y que no tiene líneas de autoin- 
tersección. Por ser D un dominio simplemente conexo por volumen. 
$ será la frontera de un dominio Dg, dispuesto también en D. Apli- 
cando a Ds y al campo vectorial p la fórmula de Ostrogradski (7.33), 
obtenemos la relación (7.42), a partir de la cual proviene, teniendo 
en cuenta que div р = 0, una correlación 


{ | npao=0. 


Por cuanto S es una superficie orientable cerrada y suave a trozos 
que está dispuesta en D y no tiene lineas con puntos múltiples la 
última igualdad deja constancia, por definición, de que el campo p 
en D es solenoidal. El teorema está demostrado. 


Complemento al capítulo 7 


FORMAS DIFERENCIALES EN EL 
ESPACIO EUCLIDEO 


$ 1. Formas polilineales de signos variables 


1. Formas lineales, Sea Y un espacio vectorial »-dimensional arbitrario 
cuyos elementos se designarán por los símbolos $, т, - . . El objeto de nuestro 
estudio lo constituirán las funciones que а todo elemento $ € Y lo ponen en corres- 
pondone E 

Definición 1. Una función a (2) se llama forma lineal, sí para cualesquiera 
SET, NEV y para todo múmero real A se verifican las igualdades 
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1) a ($ + m = a ($) + а (1). 

Da de (3 

Definición 2. 1.Аатетоз suma de dos formas lineales a y b a una forma lineal c, 
la cual a todo vector $ Є V le pone en correspondencia un número 

e ($) = 200 +20. 

Llamemos producto de una forma lineal por un número reald а una forma 

lineal b que a todo vector $ Є V le pone en correspondencia un número 
b (E) = ha (E). 

De este modo, el conjunto de todas las formas lineales forma un espacio 
vectorial que se designará por el símbolo £ (V) 1). Hallemos la representación 
de Ја forma lineal а en una base (е... Sea 

ъ=} Ur 
ч 
donde los números Ei se definen mnívocamente. 51 designamos ау = a te,), la 
ropresentación buscada tendrá por expresión 
«=D vu 
#0 


Demostremos que Іа dimensión dim Z (У) del espacio lineal Z (У) os igual 

п, Con esto fin basta soñalar una base cualquiera en 2, (1) que contenga схасіа- 
mente n clemontos, es decir, л formas lineales, Fijemos una base arbitraria {еу} 
del espacio V y examinemos las siguientes formas lineales 
ел (8) = л k=1,2... 


donde {Е} son coeficientes de la descomposición del vector $ según los ele- 


mentos de la hase (ер). De otras palabras, Ja forma lineal ей actúa sobre los 
elementos de In base (e,) según la regla 
> 1 para 1=k, 
ае) ае {0 para 1 k 
Entonces, en la base dada {e;} la forma lineal a tieno por expresión 
а=} ае! (0. amale, 
ЕЛ 


os decir, las formas lincales e* (E), e? (®),..., e” (E) forman en £ (V) una base. 
Esta base se denomina conjugada (y también recíproca o dual) de la base (es). 
2 Formas bilineales, Desiguemos por Y X £ ua conjunto de todas los 
тез ordenados (81, Es). donde $, € V. Ea € V, y examinemos las funciones а ($, 
) que a todo elemento de V XV (os decir, а cada dos elementos Ey € Y y Ëa € 
€ V) le ponen en correspondencia cierto número real. 
Definición. Una función a ($n. a) se denomina forma bilineal, sí para cada 
valor fijo de un argumento será forma lineal con relación al otro argumento. 
De otras palabras, para cunlesquiera vectores Ey. E», їз, Na Y todos los núme- 
ros renles Ai, As, Ju, М se vorifica la igualdad 
EN Æ Aabe H Bate) = 
= Aiha a (as Ba) + Aapa а (Èis т) + 
+ pada а (Mis En) + Hapa аһ, ты). 
1) El espacio L (V) so denota también con el simbolo V* y se denomina 
conjugado (0 dual) de V. 
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El conjunto de todas las formas bilincales зе transforma con facilidad en un 
espacio lineal, al introducir en este conjunto de un modo natural las operaciones 
de sumación y multiplicación por un número real. El espacio obtenido de formas 
bilineales se denotará con La (V)- ың 

Hallemos una representación de la forma bilineal a (E, $) еп una base 


$ (es), del espacio У. Supongamos que == $; Ме k=1,2 Pongamos 
Д 
alen ей==щу y obtendremos la representación buscada 


«а Ў all. 


Бийи 


Para determinar la dimensión del espacio La (У), formemos, con ayuda de 
las formas bilineales e! (3) que constituyen en Z (V) una base conjugada de Ja 
base {е}, las siguientes formas bilineales 


etd (Bn E) = el (3) el (E). 


Entonces, una forma bilineal arbitraria será univocamonte representable 
en la siguiente forma 


atn ta Y Y) ayet a 55 
2.54 


Esto significa que las formas е? (£,, Es) forman wna base en La (У), у, por 
consiguiente, la dimensión do La (V) es igual a 1% 
polineales, Sea p un número natural. Con cl símbolo V? = 
X... X У denotemos el conjunto de todos los numeros ordenados 
(Eno En; + - +» Èp) de p vectores, cada uno de los cuales pertenece a У. у estudiemos 
unas funciones que a todo surtido de oste género le pone en correspondeno! 
cierto número real, 

Definición, Una función a (Er: $a, - > +, p) se denomina forma polilineal de 
grado p (о Меп р-јатта), si es Jorma lineal respecto de cada argumento, stendo fijos 
los valores de los restantes, 

Al introducir en el conjunto de todas los p-formas las operaciones lineales, 
obtendremos un espacio lineal, el cual se denotará con el símbolo Lp (V). 

Hallemos la representación dela forma polilineal arbitraria a (E,, Ear - - «+ Ep) 
en una baso (е,)=1 del espacio У. Designemos 


sharp = ае, 


Entonces, si Ex = У) Ejes, k=1, 2, р. resulta 
a 


р, р 
an das ==. Es Хава А уд, 


ЕА 


y 


Si oh (E) св la base en L (Y) conjugada de (е). entonces, evidentemente, 
las p-formas 


A Bp = e Ee O 


forman una base en Ly (V) у, de este modo, Lp (Y? ез do dimensión һр. 
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4. Formas polilineales de signo variable. 

Definición. Una forma polilineal a (51,52, » . ., Ep) se Пата de signo varia- 
dle, st, al permutar cualesquiera dos argumentos, ella cambia de signo %). Dicho de 
otro modo, 

a ($r Em coo Б Eo о Ep) — a (Go фы... ә... Eno + + Edo 

El conjunto de todas las formas polilincales de signo variable de grado р 
forma, evidentemente, un subespacio del espacio lineal £p (V), el cual se deno- 
tará con el símbolo Ap (V)*, Los elementos del espacio 4, (F) vamos a desig- 
nar con el símbolo w = w ($y, Ey, EJ). 

Notomos que ві (е) es una baso 


los números оу, 
ce de lo que 


Resulta natural considerar que Ay (1) = L, (V), y A (Y) so compone de 
todos las constantes, es decir, coincide con la recta numérica. 

5, Producto exterior de las formas de signo variable. Examinemos dos for- 
mas de signo variable wP € Ap (V) y 01€ 4, (1). En este punto introduzcamos 
la oporación fundamental on la teoría de las formas de signo variable, esto es, 
la operación de producto exterior. 

а 


| ФР = ӘР (чү, та, -+ LO | 


== 00 (Ear Las + + 04), Ey € V- 
Voamos la siguiente forma polilineal р = Lp4g (V): 


а (Ši da os nta) = OP (Er .. Eph O8 (Eno + + y фы), (7.43) 
En el caso general osta forma no ез de signo variable. A subor, al permutarlos 
argumentos $ y Ey, donde 1< i< p, ур HISIS p + кај suceder que 
la forma a no cambio de signo. А esta circunstancia so debe precisamente 
la necesidad de introducir el producto exterior, 

Para introducir el producto exterior, no harán falta algunos hechos do la 
teoría de las permutaciones. 

Recordemos que se denomina permutación de los números (1, 2, ..., т} 
а una función о = о (k) que está definida en estos números y que los aplica 
biunívocamento sobre sí mismos. El conjunto de todas las permutaciones de 
tal género se denota con el símbolo Zm. Es evidente que existen en total т! 
diferentes permutaciones de E» Para dos permutaciones, о € Em y TE Em, зе 
defino de un modo natural una superposición ot € Em. La pormutación 0°! se 
Шаша inversa de о, si 0-10 = 9071 = e, donde e os una permutación idéntica 
(es decir, e (4) =k k=1. 2... т), 

La permutación o lleva el nombre de transposición, si bace permutar dos 
números, dejando on su lugar los demás. Dicho de otro modo, existo un par de 
números t yj («іст 1</<m tÆ j) tal que a (ù = j, o (j) = i, y 
y a(k} = Ё para El y ksj. Evidentemente, зі с es una transposición, 
0-1 = o, y 0-0 = е. 

1) Formas polilineales de signos variables se Iluman también antisimétri- 
cas, oblicuas, exteriores. Е 

2) Este espacio se denomina también соп el símbolo ДРУ» y se Пата 
grado exterior p del espacio Ие. 
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Se sabe que cualquier pormutación о puede ser representada como una super- 
posición de transposiciones que permutan los números vecinos, con la particula- 
tidad de que la parfidad del número de transposiciones en lal representación no 
dependo de su elección y so denomina paridad de la permutación о. 

Introduzcamos las siguientes designaciones: 

—] 1; si Ja pormutación Ø es par, 

по { — 1, si la pormutación о es impar. 

Obsorvemos que la forma a € Lp (V) pertenece a Ap (V), si para toda por- 
mutación 0 € Y p 


а (Боко, 509). > > + Бр) = agn o-a (Br. En ++ En)» 
Examinemos de nuevo la forma polilineal (7.43). Para cualquier permuta- 
ción 0 Є ү, pongamos 
оа (6, <<. Epto) = a (ot) > +- Боч) (7.44) 
No es difícil convencerse de quesi т € У), 5. y 0 € ьи, tenemos (10) a= 
=т (оа). 
Introduzcamos la siguiente dofinición. 


Definición. Se Шата producto exterior de la forma ФР € Ay (V) y de la for- 
ma в € Aq (V) a una forma w € Apyq (V) que se define mediante la igualdad 


oi $ + = У sga ooa, (7.45) 
7 
donde la suma se toma respecto de todas las permutaciones с E Ў.д que satisfacen 
la condición 
04) <о(@<...< (р, opti... 0 (рф, (7.46) 
y la дарий oa se define mediante las igualdades (7.43) y (1.44) 
El producto exterior de las formes œP y %2 se denota con el simbolo 
Y = aP Aon 

Uustremos con un ejemplo cómo actúa la pormutación ø que satisface la con- 
dición (7.46). Supongamos que por unn carretera se mueven paralolamento dos 
columnas de automóvilos, en la primora de las cuales hay p, y en la segunda, 
q automóviles. Ahora. la carretera empieza a estrecharse y ambas columnas so 
Feordenan en una a plena carrera. Los automóviles de la primera columna 
ocupan sus lugares entre los de la segunda colurana, no obstante, el orden 
movimiento de los automóviles dentro de cada columna queda intacto. De resul 
tas, obtenemos una permutación que satisface la condición (7.46). Ез fácil. vor 
que, yicevorsa, toda permutación de estu índole puedo зог realizada en nuestro 
modelo. 

Con ol fin de convencerse de que la definición enuncidada es correcta, hace 
falta demostrar que © = ФР A 0) € Ару, (Y). Evidentemente, se necosita sólo 
demostrar que la forma w es de signo variable. 

Probemos que, al pormutar dos argumentos E; у E,4, la forma œ cambia de 
sigue. En este caso se deducirá con facilidad que o € 4,4. (Y). Supongamos 
que т € 3 pa, ев precisamente tal permutación. Cerciorémumos de que 

то = — о = (sgn 1) ө. (1.47) 

De la igualdad (7.45) obtenemos 


ru = Y (sgn о) (ко) a. 


Dividamos esta suma en dos: 


tu = J” isga о) (то) a + Y) "(зп о) (то) a. (7.48) 
= 7 
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_La primera suma contendrá aquellas permutaciones о, 
o bien 0% () < p, 0-1 (i + 1) <р, о bien o~! (1) > p +1, 0 
+4. Para cada tal permutación 
(то) а 
Рага quo esla afirmación se haga más obvia, designemos k = 0 (0. I = 
= 0-1 (i 3 1), es decir, і = o (k), t -+1 = ø (0), La forma оа representa un 
producto de las formas wP у w, con la particularidad de que como los argumen- 
tos de wP sirven los vectores Eat), Eata) » - - :+ Entp), У como los de œ, los vecto- 
тез ору)... +: En (po): SEAS р y 1 р, emtoncos Es = En (9) У Бал 
р ка argumentos de la forma wP, la cual ез, por definición, de signo 
variable, Análogumente se examina el caso en чю k>p+iyl>p+1 
Así pues, para la primera suma se verifica la igualdad 


У) зап 0) (то) a= — Y)" (запо) са. (149 
> 5 


а las cuales 
Ре Р 


— ов. 


La segunda sumo contendrá aquellas permutaciones a, para las cuales o bien 
tp 070 — (052 р +4 о bim 0-1 (1932 р +1, o (i+ їр. 
Probemos que el conjunío de permutaciones {о} que satisfacen esta condición 
(como también. por supuesto, la condición (7.46) coincide con el conjunto de 
pormutacionas del tipo то, donde о € (0). Volvamos a muestro modelo сор dos 
columnas de automóviles. La afirmación adquirirá, evidentemente, а si- 
guiente formo. 

Si, en el proceso de alguna reordenación, el automóvil cun el número № dela 
primera columna resulta disponerse inmediatamente delante del automóvil con 
el número 1 do la sogunda columna, puede indicarse fácilmente otra reordena- 
ción, que tendrá por resultado el cambio de lugar de dichos automóviles, mientras 
que el orden de movimiento de los demás automoviles queda el mismo. 

De este modo, por cuanto sgn та = — sgn о, tenemos 


Y (зеп 0) 10) а= — J)” (sgn to) trora= — D” (вап оо) оа. (7 50) 
T 5 g 
Sustituyendo (7.49) y (7.50) en (7.48), obtendremos (7 47). 
EJEMPLO 1. Examinemos dos formas lineales f ($) € A, (F) y g (3) € 4, (V). 
Como producto exterior intorviene una forma bilmeal 


1 A g = X (ogno)-0f (ыг бы) = / (302 (М) — к бы) / Ed. 
z 


EJENPLO 2. Sea j (B) € A, (V), g (En 5. 
extorior wœ = f A g interviene la (q + t)-form: 
Ыы de О k 


»-2 (sgn о) Of (E) к Es. Фа, ++. Ep = 


) Є Ag (F). Como producto 
ео ae ашонта 


2 
=з < e Bier ия» ++» 57 
= 


6. Propiedades del producto exterior de las formas de signo variable. 
1) La propiedad evidente del producto exterior es su linealidad: 
а) si wP € Ap (Y), 07 € Ag (V), pare cualquier número real A tenemos 
(Quo?) Л в = 0? A (Хо) = А (0P Л 00; 
b) si o? € Ap (V), of € Ap (Y) y 09 € Ag (Р), tendremos 
(92 + op) A ot = oR A ot + oh Л оя. 
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2) Anticonmutatividad. Si ӘР € Ap (F) y ®1 € Ag (V), tenemos 
өр A л = (— ааа A о. 


DEMOSTRACIÓN. Sea 
OP A о = о = O (5, Bar +. Фр 
Es fácil ver que 


өз Л ®Р = o (Бра, Epia 
Corciorémonos de ТРЕЙ 
ы 


"з docir, el número de todas las 
ticonmutatividad so deducirá 


а (0), wr EA, (V), tendromos 
(өр A 09) A Or =0P A (er A 0. 

DEMOSTRACION. Sea 0 € Хор. Veamos la siguiente magnitud: 

© = У (egn 0) о [ор (Bi, +, Bp) 9и Bppn +- e Ep) 9" (8 аа + o 


T 
раан (7.54) 

La suma (7.51) será igual a (o? A вз) Д о”, si, al principio, realizamos la 
sumación respecto de todas las permutaciones quo dojan sin cambio los números 
Pati, pig 2,.. p + @-- т, y que satisfacen la condición (7.46) 
y sólo después sumamos respecto de todas las permutaciones que conservan el 
orden obtenido de los primeros p -+ q argumentos y el orden de los argumentos 


ШЕР, "análogo podemos obtener la magnitud ор A (at A ш"). 
Mostremos que en ambos casos se obtione una suma respecto de todas las 
permutaciones que satisfacen las condiciones 


а(р 0) «обр 2) <... ор +9, 
о(р-++4+1)<...<о(р++@+. 


Соп este fin volvamos otra vez a nuestro modelo con las columnas de auto 
móviles. Supongamos q por la carretera se mueven tres columnas de auto- 
móviles, en la primera de Jas cuales hay p automóviles, on el segunda y. y en la 
tercera, r máquinas. Uno de los métodos de reordenación “de la 
tres columnas mencionadas en una consiste en lo quo so гейпеп las columnas pri- 
mera y segunda, tras lo cual la columna obtenida se reúne con la tercera. Puede 
emplearse también otro método, cuando se roúnen primero las columnas segund: 
y tercera la columna obtenida se junta después | co columna. Es evider 
te que la permutación o, obtenida como resultado de cualquiera de las reordi 
naciones citadas, satisface la condición (7.52) y, viceversa. cualquier permut 
cion que satisfaco la condición (7.52) puedo obtenerse tanto con ayuda del prim 
metodo, como con ayuda del segundo método de reordenación. Esto significa 
precisamente que (w? A w!) A w y oP A (фт A 0”) coinciden. 

La asociatividad do Ie multiplicación extorior presta la posibilidad de 
estudiar cualquier producto finito 


AA- .А ©, donde 0;€ Ap (V) 


о (1) < 9 (2) <... <0(р), 
) (7.52) 


222 Сар. 7. Fórmulas de Green, Stokes, Ostrogradski 


EJEMPLO 1. Sean a (3), a, (8), . ~., am (8) unas formas lineales. Entonces, 
as Лал... A am = У) бао) с1а, (Es) aa (En) -.. dm (Em)h (7.53) 
5 
donde la sumación se realiza respecto de todas las pormutaciones о Є Y y. 
Esta igualdad se comprueba con facilidad por inducción. Notemos que si 
introducimos la matriz (a; (5,3), la igualdad (7.53) puede escribirse en la forma 


siguiente 
(4 A аЛ... A tm) (Er, En: > - sa Em) = det (а; (Ъ,)). (7.54) 
7. Base en un espacio de formas de signo variable. Elijamos una base 
(er), en el espacio V y denotemos con {ei}? ; una hase en Z (И), conjugada de 
la primera, Recordemos que еї ($) ев шан forma lineal que en los elementos de la 
base (e, ) toma el valor ei (е) = буу. 
Еп el р. 3 se ha mostrado quo toda clase de productos 


А i 
ett Ber (Ša) > - e P (Ep) 

forman en Lp(V) una base, Por cuanto Ay (V) = Lp (V), cada p—forma de 
signo variable puede арыг de un modo único en una combinación 
líneal de productos mencionados. No obstanto, estos productos no forman una 
base en A, (V), puesto que no son p-formas de signo variable, ех decir, no рег. 
tenecen a Ap (V). Sin embargo, podemes construir de ellos una base en Ap (V) 
con ayuda de la multiplicación exterior. 

Teorema 7.11. Sea fe, Yi, una base en el espacio V, y sea (eS Viy una Lase 
conjugada en el espacio L (V). Toda p-forma de signo variable œ € Ap (V) purde 
ser representada, y, además, de un modo Único, en la forma 

o= 2 Oir з лед... AN 0. 
1617.469 P 
Cada sumando de la suma en el segundo miembro de (7.55) representa un. 


producto de la constante шүү, , ip Por la forma de signo variable eit A ela A 
y 
лер, 


DEMOSTRACIÓN. En virtud de los resultados obtenidos en el р. 4, podemos 
escribir 


өт 2, +++ D ®ы„...„е'4%. ola, (7.58) 
a 


donde los números ш, = © (eft, eè, ..., efP) están definidos de un 
modo único. ә 
Por cuanto la forma о (E, Es, . . ., E) es de signo variablo, para cualquier 
permutación о € Dp tenemos 
O (Бобо. боа)... $о‹ь)) = (sgn 0) O (Ers Bas + «e В) 


Por consiguiente, 


tot) tata) **lo(p)=(SZA 0) 0,, © (7.57) 


Agrupomos los sumandos en la suma (7.56) que difieren en pormutación de 
los índices t, te, - - -, fp, у hagamos uso de la igualdad (7.57). Obtendreimos 
Jo, мо). ею» 

G ay do 


e] (7.58) 
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En virtud del ejemplo en el p. 6, la suma que figura entre corchetes es ез Л 
Ле Л... A en. El teorema está demostrado. 

Corolario 1. Los [етем е! Лен A А PUCALA) 
forman una base en el espacio Ay (V). Dicha base es vacia рага р > п, y б com- 
pone de un solo clemento, si p = п. 

Corolario 2. La dimensión del espacio Ap (У) es igual а Ch. 
En lo que sigue se considerará, por regla general, que la base elegida e, 
А у que les lormas lineales el (£) estén designadas por el sim- 
El. Entonces, cualquier forma œ € Ap (V) tendrá por expresión 


EUA AER, (1.50) 
А 


о, En 


вмро A. 
EEA Pme л е, b= Y) бапо) [е E 601 
s 


е) е) е (E) еы =E 
donde Ef es el j-ésimo coeficiente en la descomposición del vector $; respecto 
de la base (ej). 
EJEMPLO 2 


PAPA. AP = det (El), 


” 
donde = Y) Hez. 
=! 


$ 2. Formas diferenciales 


1. Definiciones. Examinemos un dominio arbitrario abierto G de un ospa- 
cio euclídoo n-dimensional Е". Los puntos del dominio G se denotarán con los 
símbolos 2 = (zt, 2%, =h p, = (yl, p, ... y”), eto. 

Definición. Se li та diferencial de grado p, definida en el dominio G, 
a una función w (2, $y, ‚., Ep), la cual representa , para todo z € С fijo, una 
p-forma de signo variable de Ay (E°). 

El conjunto de todas las p-formas diferenciales en el dominio С зе denotará 
con Qp (6) = Ap (G, Е"). 

Convongamos on considerar que una p-forma w representa, para 34, + . ., Ep € 
€ E fijos, una función infinitamente diferenciablo en G. Aprovechando 105 
resultados del $ 1, podemos escribir cado p-forma œ del modo siguiente 


S + К m 
o= Ў op a Л AB. 17.60) 
as. 4р Р 


En adelante el vector E se denotará siempre con el símbolo dz = (dal, dx, .. 

de"), y los vectores $w, con los simbolos dy tr) = (8,1. ра, . - . dy). 
título de base en F" elijamos los vectores гу = (0-0. 1,0, + 0), dondo 
la unidad ocupa el k-ésimo lugar. Como elementos de la buse conjugada íntervio- 
nen las funciones »k (E) = eè (dz), definidas mediante las igualdades 


eh (dz) = 4л. 
Entonces, la forma diferencial (7.60) tendrá por expresión 


©, a йй" д... ar, 
ki » 


p 


wlz, diz, «o. dp) 
i 
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psempLo 1, La -forma diferencial es toda función definida en el dominio G 
(y, еп virtud de nuestra suposición, continuamente diferenciable en б). 
esemeLo 2. La 1-forma diferencial tiene por expresión 


wiz, 0) = У) or (r) dr^. 

1 
En partioular, сша a= t, ш d) = Л de- La forma diferencial de 
grado 4 se Паша también forma diferencial lineak, 

psewpro з. La 2-forma diferencial tiene por expresión 
© (z, diz, ал) = У) on (2) dz! A дт". 

< 

Рог definición, 
агі Л агі = (е Л eñ) (dyz, dí) ей (дул) eh (0) — 


dix dh 
ei (dar) е^ id) mdyrld a — dazd 2h | da аа |. 
En particular, cuando л = 2. obtenemos 
аце, бз, A бе, 223 
Кы de ма |: 
EL determinante es igual al elemento de área correspondiente a los vectores 
ку. 
к En caso en que n = 3, obtenemos, al designar оџа = R, Op = P, шз = 
ро R 
o= Раза Л dz? —Q ёза Л аза dz! 4% | aya даа дуаа |. 
Par" dyz? dy? 


EJEMPLO 4. La 3-forma diferencial en un espacio tridimensional 
expresión 


del уза dya? 
deal ды? дыз 
doz? дуза ду 
e диши ейди! al elemento de volumen correspondiente a los vectores 
2, daz, дуг. 

2. Diferencial exterior, 

Definición. Se llama diferencial exterior de una forma diferencial p-lineal 
O € Lp (G) a una forma du € 9+1 (G) definida mediante la correleción 


Д 
а= D dop. х Ла" Л... Ла, 
555577 ‚де i 


0lz, дух, des, бул) = f (z) dz? A dz? Л 25—109) 


donde 


De esto modo, si 
o. 
<. 


se tiene 


n 
о-у » Жыл» dh Adah л Ad. 


к=! й<...<4р 
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ESuMPLO 1. La diferencial de una forma de grado сего (es decir, de ша 
función f (x)) tiene por expresión 


а= Ў La E 
к= 
®лЕмрго 2. Calculemos la diferencial де una forma linoal 
o=w(x, dz)= У о (2) del. 
а 
Obtendromos 

. a 

do=do(x, 4, да) = У Y) A шл A dzi, 


kes imt 
—dzi Л dzħ, у dzł Adzk=0, resulta 


dom У) Le de аа лай У, ое. еу ¿zh а 
aci ica 


= GA A dst у) еа лан D) (Жу DA) шалдан, 
ii 


Por cuanto dz A агі. 


һа к 
En particular, cuando п = 2, ohtendremos para @ = Р dr? + 0 dat: 
AA 
do (Las Ada. 


3. Propiedades de la diferencial exterior. Directamente de la definición so 
deducen з эң йїешез propiedades 


4) sl . Os E Qp (i entonces d (0, + ®,) = do, + dës, 
Dalea yA S dla da, ali T a ай 
3) si в, € Qp (6). ©, € Q (G). entonces 
dlo Л 93) = do, A 0, +(—1)Po0, A dop 
Demostremos la propiedad 3). Sea 


v= Y ш, ar A. Adi h, 
Hail, Р 
p 
Introduzcamos una designación 
de a доц. å P 
æ" 2 рв. а А Ла 
ж<...<4, 
p 


Podemos escribir do en la forma 


w= У) den л 08. 
ел 
Recordemos que 
o= = A өз = (— 1)P20, A ш. 
13-50 
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Luego, 
de до, da дв, f дә, 
AMOO A Gar = шк 0 DA E Ло 
Entonces, 


до Sari дә 
do= У а л У det A Gar Л 
=! hol 


до, 
неу У) аза AREA orde Л 924—099 йа, Л өз 
ГЕП 
Por cuanto dw, os una (q + 1)-forma, tenemos 
dws A 0, == (— 090990) ө, Л dOs 

De aquí, do = do, A 0, + (ро, A dos- 

Кыйа la эделе propiedad importante de la diferencial. 

Propiedad fundamental de la diferencial exterior: 

а (doy = 0, 


DEMOSTRACIÓN, Supongamos al principio que w es una forma de grado 0, 
es decir, o (<) = / (2). Entonces, 


S 0 (Л 
аара Ў) р dim та Лай. 
un “ы azt da A 


Por cuanto dat A dal = — dx? A dah, osta igualdad puede escribirse on la forma 


РЕ Л 
аап У (бг ст) Л 


а<к 


de donde ргоуйле que d (47) = 0. 
Ahora, sea 


¿dep A 


Entonces, 


= D dop a ARA AR, 


вее 


Observemos que cada término de la suma es un producto exterior de las 
diforenciales de las formos de grado ©, a saber, de las formas 04, ш). 


v 


piedad 3 y aprovechar el hecho 


оа (des, о. e 8 idz). Resta por aplicar la p 
“mdamental queda demostrada. 


де que para la forma de grado © la propiedad 


$ 3. Aplicaciones diferenciables 227 


$ 3. Aplicaciones diferenciables 


1. Definición de las aplicaciones diferenciables. Examinemos un dominio 
arbitrario m-dimensional D del espacio euclídeo Еп y un dominio n-dimensional 
6 с E”. Los puntos del dominio D se deuotarán con los símbolos £ = (2, 12, .... 
++ n 19), y los del dominio С. con los simbolos z = (21, 2%, ..., ул), 

Diremos que q aplica D en G, sí 


TAPA P), 


donde gà (1) están definidos en el dominio D, y los vectores con las coordenadas 
ah = qh (t) so disponen en el dominio б. 

Defmamos una aplicación фе que traslada 2, (G) en Q, (D), cvalquiora 

juo sea p, OS p< a. En este caso considoramos quo cada componente qa (1) 

de la aplicación Ф os infinstamente diferenciablo. 

Definición. Sea р una aplicación de D С Е" en G = Е", Denotemos con q* 
una aplicación que actúa, para todo UE p< n, de Q, (б) en Qp (D) de conformi- 
dad con la siguiente regla: st 


om Y a, ае А Л аго, 


entonres 


4 
== 2 о, ES Лее (dz P), 
donde 
т) Уу ал. 
эн 
EJPMPLO 4. Sea « una forma de grado O, es decir, ө = f (x). En este caso 
4 (0 = f (e (0). 


PJEMPLO 2. Supongamos que q aplica un dominio n-dime 
un Попипіо n-dimensional G= E” y que © ев una n-forma 


w= л A фэ Л... AÀ ах". 


ional D с En en 


Entonves, 


Low 
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De este modo, 


е (аз Adz? Л... Md апла... Ла". 


omservacióN, Una forma q* (0) se llama forma diferencial que se obtiene 
# partir do la forma © por sustitución de las variables q» 
2. Propiedades de la aplicación q*. Son válidas las siguientes propiedades 
де la aplicación фе 
4) Si о; € Qp (G), 01 € Qg (С), entonces, 
фе (= A 0) = 9" (0,3 A Ф (09). 
DEMOSTRACIÓN, Sea 


A...) D"A o ла", 


Oo EA А аға, 


Entonces, 


ES 


хаг д... par A йг" д... № а? 
y. por consiguiente, 


ро Ло) 2 au (p (Dba фи yt (д) Д... Aran 
7 


a td) A. A qe (dar) A bn (Q) qe tdt) A Az 
T 


=p ш) Л 9" lo) 
2) Si wE Qp (G), tenemos 
ч* (de) 


DEMOSTRACIÓN. Al principio demostremosqueesta igualdad ве verifica para 
p= 0, es decir, para © = f (2). Obtenemos 


аде ton. 


da=) Lan. д0), 


= 
mo, я oa 

ано) Y Запек У У е б* = 
ка жога 


а 
= Ў Le (дї =q* (до). 
las 
Para un p arbitrario realicemos la demostración por inducción. Sea о = 
Sly AA азір. Entonces, da = dfi- ip ЛААЛ... de yo 
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Con arreglo a la propiedad 4) y la relación que acabamos de demostrar, 

Ф* (dw) = фе (ар AGAN A AR. 
Por otra parte, 

афи (w) = dg? [f az" A... Л азір) Adat) = 

= 41° dz! A.. Л агр д ф* (exo). 
Ahora, en virtud de la propiedad 3) de la diferencial exterior, 
аре (®) = 4ф* U dz" A... Л дзіра) A фе (dad) -+ 
+ (Age (Рага... Лагор) A аре (arto), 


Notemos que p* (dx*P) = dq* (z°P) debido a lo que acabamos do demostrar, 
у, on tal caso, de acuerdo con la propiedad fundamental de la diforencial oxto- 
rior, tenemos dq* (d2'P) = 0, 
Рог la suposición de inducción, legítima рага p — 1 
аре аад... Л агре) = фе (df Л аха Л... Л dao, 
Do rosultas obtenemos 
dq" (0) = ф* (df Л азд... par A y (da'P) 
y, según la propiedad 4), 
аре (ш) = фе (df A da't A... A агр). 


Una propiedad quo sigue abajo so Паша transitividad. 

3) Examinemos dominios abiertos 0 с El, VE Б", Wc Е", cuyos 
puntos son и == (из, ut, .. 0), р = (ph, 05, |. MR lat. wā, и"), 
respectivamente. Supongamos que p aplica Y => У, y y aplica Y +17. Con 
ЭО зе designará una aplicación, llamada composición, que actún según la 
Tegla 


(роф) (u) =p [9 (40). 
De un modo semejante introduzcamos una composición q* ө ре, la cual trasla- 
da 2, (W) en Ор (U), cualquiera que sea p, es decir, 
(ре оце) (0) = ре Пр (©. 
Resulta válida Ја siguiente relación 
оао: 
DEMOSTRACIÓN. Designamos В = їр > q. Esto significa que В = (Pl, p3, 


‚++ B"), donde 
PPP Фф"). 


Demos, primero, la demostración para una forma lineal dik сс 2, (W). 
Obtendremos 


1 im 
Ве (аю) =ap* 1108) = dr (u) = У) 


А а 
25 Фе мы. 


dut 
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Luego, 
(деер) (dwk) = ре Ep? (ао = ф* Lay (0%) ] = @* (dp) = 


y, por lo tanto, 


9 1 
«е ом Y) Y LEE dut 


дєў gui 


j=l i=l 


y la igualdad queda, pues, demostrada. De aquí se deduco la validez de la pro- 
piedad 3) para cualquier forma lineal. Ahora realicemos la demostración por 
inducción. Sea 


w= f (w) dut A... A dw? € Qp (И). 
Entonces, 
Bo (w) = В" (аша Д... Л dea) д Be (ди?Р) = 
(ro Udo A. A dwt) Д (ре оуу 
X (dw'P) = (peo y?) (f dwt A... A dw?) = 
= (фео o). 


$ 4. Integración de las formas diferenciales 
1. Definiciones. Denotemos con / un cubo unidad en el espacio cuclídeo Ет: 
IM=((EE7,0<4<1,1=1,2,...,m) 


Por aplicación Фф del cubo /™M en un dominio n-dimensional G с: Æ" se en- 
tendorá la aplicación en G de cierto dominio D c Ет», dentro del cual se con- 
tiene 7т. Análogamente, llamemos p-forma diferencial о, definida en 77, a una 
p-forma definida en cierto dominio D < E” que contiene Г". 

Definición 1. Se denomina integral, extendida al cubo IP, de una p-forma 


ө =) адал... Л ар, 
definida en el cubo IP а una magnitud 
1 1 


$ a=1 ri { Mande... р 
Роэ 2 


Nuestro objetivo inmediato consiste en determinar la integral de una forma 
diferencial extendida a una superficie cualquiera. Es natural que el grado do la 
forma coincidirá con la dimensión de la superficie. Por superficie se entendorá 
la aplicación de un cubo unidad de la misma dimensión (recordemos que la no- 
ción de ylicación incluye tanto el dominio de valores, como también la ley de 
ppcordaacia). Por otra parte, a veces llamaremos superficie sólo una imagon 

cubo. 
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Definición 2. Se denominará cubo singular m-dimensional en un espacio 
R? (т < п) a una aplicación diferenciable del cubo Г" en E". De este modo, deno- 
tando el cubo singular con C, podemos escribir 


с 1" Е". 
Diremos que el cubo singular С está contenido on G,< Ет, ai фт) c С. 
Ahora podemos determinar la integral de cualquier p-forma о € LA (С) exton- 
dida a o ior cubo singular p-dimensional С сс G. 


Definición З. Se denomina integral de la forma о c Q 


p (G). extendida al 
cubo singular Ç ud 


q: IP -> Е“ contenido en G; а ила magnili 


{ о={ тш). 


> 


Cerciorémonos de que la integral de una p-forma, extendida al cubo singu- 
ar p-timensional C, depende sólo de la imagen q (13), y no de la ley de con- 
corcancia Ф. 

Апасов, anto todo, más detalladamonto la definición de intogral de œ 
extendida al cubo singular С. 

Supongamos que œE 9, (С) tiene por expresión w = f (2) ah ҮТ, 
z.. ФЕ Р, y, en esto caso, фе (0) = f lẹ (D) 9* (Д... Adz P). En vir- 
iiid del ejemplo Zen el р 3, ы de А 


Dig 
фе (= / 19 001 E 


Por «unsiguiente, 


Diy 
$ ө—{ пил 
я 


Лат, 


Definición 4, Sean Сут qu: 1Р-+ Е" y Су = Фа: IP —— Е" dos cubos singula- 
res. Diremos que Сү = Сү, st eziste una aplicación biunivoca Y del cubo [Р sobre si 
mismo de tal género que 


n Tid = т, {т (01. 


Está claro que si C, = Ca, se verifica la igualdad C, = C,, puesto que la 
aplicación inversa ~ satisfaco Jas exigencias necesarias. 

Suele decirse que Сү = —Су, si en la condición 2) el determinante funcio- 
nal cs siempre inferior а coro (es evidente que en este caso С = —C;), Se dice, 
entonces, que C, y С. se diferencian en orientación. 

Es válida la siguiente afirmación: sí С, == Ca, se tiene 


я 


а ё 


DEMOSTRACIÓN. Demos la «demostración рага el caso еп que 
o= jidd Ad A.. A da, 
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Por definición, 


р(ф. 9... 
і о= { пө, ОР ep. дш. 
э P 


Por hipótesis, existe una aplicación т del cubo 7? sobre sí mismo que sa- 
tistaco las condiciones 4) y 2). 

Realícemos en la integral el cambio de la variable £ = т (s), s € ТУ, Obton- 
demos qa (1) = qa (9 (91 = qa (4), 


рф. gh -u 9 Di, th 1 
| o= f rto Dlg gh on 0 D o TE a Ad por 
© 1P 
Digi .... 
=[ гө өй | o. 
ir а 


De un modo análogo podemos probar que 5i C, = 


| o= =Ni 


2. Cadenas diferenciables. Nos harán falta unas superficies que so descom- 

еп en varios pedazos, cada uno de los cuales оз una imagen de cierto cubo 
m-dimensional, Como ejemplo de tal superficie pueden servir dos circunferen- 
cias de la frontera de un anillo que se dispone en un plano bidimensional. En 
este caso distinguiremos las orientaciones de dichas circunferencias. Con este mo- 
tivo resulta útil introducir las combinaciones lincales de los cubos singulares 
con coeficientes reales. 

Definición 1. Llamemos cadena p-dimensional C a un juego arbitrario 

A А. С, Cor o e-s Су), 
donde > son múmeros reales, y Ci, cubos singulares p-dtmenslonales, Se emplearon 
las sigulentes designaciones 
C = мс, +... H Мб 

Diremos que С pertenece а G, si todos los C; pertenecen а G, 

El conjunto de cadenas p-dimensionalos forma un espacio lineal, si intro- 
ducimos de un modo natural las operaciones de sumación y multiplicación por 
unos números reales, 

Definición 2. Se Пата integral de la forma ©, extendida а la cadena р-дітеп- 
sonal C contenida en C, a una magnitud 


И Ф= д ў o+ f ө+...+% | o. 
Č а Ca 


entonces 


2 


Podemos determinar, ahora, la frontera de un cubo singular arbitrario. 
Con esto fin hallemos, al principio, la frontera de un cubo unidad, 
2 Definición З. Se Пата frontera del cubo ГР a una cadena (р — 1)-dimensio- 
hal 


М 
9р У) (DUE (0—1? у}, 
^ 


donde IR (1) es la intersección del cubo IP con un htperplano z! = 0, (о, = 0, 1). 
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Para que la definición aducida sea correcta, es necesario explicar qué senti- 
do tiene la afirmación de lo que /2 (i) es un cubo singular (р — 1)-dimensional. 

Construyemos una aplicación canónica p = $9 Р del cubo 121 sobre 12 (i). 
Sea s= (sl, s, ...., 39-1) € IP=, Pongamos 


GP) aplica biunívocamente 77-1 sobre 


Es evidente que р = (р, 92, . 
р, la aplicación q es una restricción 


1% (0. En particular, cuando а = 0 e 


en 7% (p — 1) de la aplicación idéntica del espacio EP sobre sí mismo. 
Definición 4. 


Пата frontera del cubo singular p-dimensional С =з q: 17 => 
на (p — 1)-dimensional 


гс= У, (000) 0). 
= 
Así pues, la frontora do la imagen del cubo 17 es la imagen de la frontera de 
1? con orientación natural. 
EJEMPLO 1. Examinomos en el plano un cuadrado /?. Es evidento que este 
cuadrado puede considerarse como un cubo singular, al tomar a título de ф una 


t se 
HO Ҳу 
Ro 
т СА 
Fig. т. Fig. 142. 


aplicación idéntica, En la fig. 7.11 so señala la frontera de este cuadrado, con la 
particularidad de quo el sentido de las flechas coincide con la dirección do creci- 
miento del parámetro £*, respecto del cual se roaliza la integración, en el caso 
en que el lado dado del cuadrado integra la cadena д/ con el signo +, y la di- 
rección de las flechas es contraria, sı el lado so toma con el signo —. Vemos 
que nuestro convenio de los signos conduco al recorrido ordinario de la Frontera 
on el sentido contrahorario. 
Ejemplo 2. Veamos un cubo singular C = g: /2 — К°, donde Ф tione por 

expresión 

q= (а Rt) cos 2at?, 

= (a+ Ri) sen 2atè, 


2) es un anillo cuya frontera está formada por las cir- 
а + R. Aclaremos qué constituye lu frontera del cubo 


Es fácil ver que y 
ounforencias de radios а 
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singular С. Es obvio que Ф (23 (1)) es una circunferencia 
pe 
$ 
Luego, ф (13 (1)) es una circunferencia de radio a -+ R. Por fín, ẹ (13 12) 
y 943) es un ento 22 = 0, a < т <a + Н. 
En la fig. 7.12 las flechas señalan la dirección dol recorrido de la frontera 
20, si ol recorrido se realiza en el sentido contrahorario. 
Por cuanto Ф (73 (2)) — q (13 (2)) = 0, podemos considerar que 


4С =p (A 0) — 9080), 


lo que coincide con la interpretación ordinaria de la frontera de un anillo, 
Aclaremos de qué modo están ligadas entre sí la integral de la forma о a 
Jo largo della frontera del cubo C y la de la forma q* (в) а lo largo de la tronto- 
та de ЈР. 
Afirmación. Sea С == q; 19 + Ef un cubo singular arbitrario contenido en 
G, y sea 0 E Qp- (G). Resulta válida una igualdad 


cos 2af, 
sen 253, 


=Й е 
УЬ 


DEMOSTRACION Es evidente que, tomando on consideración la definición 
de la integral por una cadena, basta demostrar la igualdad 


$ аг { qe io) 
өп» тию 
Veamos una aplicación canónica ф = Q”: 19 ~» I% (0. Por definición, 
$ o= { ө" wl 
КАП з 
+ эр virtud de la propledad 3) de as aplicaciones diferenciables (véase р. 2, 
фо фе = (фо pe. 
De este modo, ere 
{ 9" (9) = { (фо 9)" (0) = і o= $ o 
zo qe IA A 
puesto que (p ө ф) (P=) = Ф (B (0). 
3. Fórmula de Stokes, 


Teorema fundamental. Sea С = $: IP — Е" un cubo singular arbitrario 
contenido en G, y sea © € Qp., (6). Es válida la fórmula de Stokes 


f s- jo. 


ja Demostremos, al principio, la fórmula de Stokes өп el siguiente caso parti- 
cular. 
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Sea ш una forma diferencial de grado р — 1, definida en ГР. Se verificará 
ana igualdad 


{а=}. aon 
1? г? 
DEMOSTRACIÓN. Sea ө = f(A... Д ФР, Por definición, 


eo Td 


' Р з= 1 то 
Calculemos la siguiente integral: 
{ w, donde i= 1, 2, .. ., p, a = 0, 1, 
йө 


Veamos una aplicación canónica $9: /7-% — /5 (1). Teniendo presentes los 
resultados de este párrafo, resulta 
e ~ DA, Р) 
ў o [a E pa, 
Eo 10 


Por definición de la uplicación canónica %%?P, e] jacobiano tiene рог ox- 
presión 

Dit, ... sit sl, 

Dit, A, ..., se 


soy 


J= =0, 


niti, y 
Dis, Ж, ..., a _. E 
AT a е ЕА 
De este modo, sólo las integrales extendidas a /2 (1) pueden ser distintas 
de coro, y, por eso, obtenemos 


anal o } o)= f ra 


ae do Ra P 


som SOSA naa 


„Лаврі { 10, а, 
#* 
Por definición de integral extendida a un cubo /Р-1, 
1 
$ E, sl, 2... 9Р1) у (0, 
g 


sP-2)dst Л... AdsPA, 


sP-ijjdstds? ... ар 


1 
Са 

5) awas Уу аа | PE aeh.. Ade, 
% jo 
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Por otro lado, 


Por consiguiente, 


La igualdad (7.61) queda demostrada. 
EMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE STOKES. Por definición de la integral 


ortendida а un cubo singular, tenemos 
f dv= { qe (do). 
č > 
En virtud de la propiedad 2) de las aplicaciones drferenciables (véase p. 2, $ 3), 
\ 9" (дә) = $ 4ф* (o). 
> ? 
Ahora aprovechamos la fórmula de Stokes, ya demostrada, para el cubo 7P: 
f age w= $ y. 
19 и? 
Resta por observar que in la propiedad de las integrales a lo largo do la fron- 
tera Aoun cubo теат el ш del р. 2 del párrafo presente) 
[efe 
o1? & 
El toorema está completamente demostrado, 
4. Ejemplos, 1) Examinemos un caso de р == 1. Un cubo singular unidimen- 


sional C en representa una curva cuyos extremos se denotarán con a y b. La 
fórmula de Stokes adquiere la forma 


ja- 


En particular, cuando л = 1, obtenemos la fórmula de Newton—Leibniz 


=1()—1(0). 


» 
{ано 
} 


2) Sea, ahora, р == 2. Un cubo singular bidimensional C representa nna 
superficie bidimensional, la forma © € 9, tiene por expresión 


o= ars. 
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Sirviéndonos de ejemplo,2, p. 2, $ 2, obtenemos 
n 
S рдо дак 
A (LA алан Бу ГЕУ 
Ім Z 


Si n=2, obtendremos, al designar o = P dr! + О dz*, la fórmula de 
Greco 


И (2-25) ёама { Pdri4Q dr, 
Ё de 


Si n = 3, obtendremos la fórmula corriente de Stokes. 
3) Sea р = n. Entonces, © Є Na., tiene por expresión 


» 
o= Y оъ йал... Лал Лаке д... Adan, 
a 
Luego, 


na 

А 

dé 2 Y didt А...Лат У) (<= дал det. da, 
каа = 


En particular, cuando п = 3, tenemos 
= Раз Лаз? — Qant Лаза В de pda, 


NI 


y obtenemos la fórmula de Ostrogradski. 


Capítulo 8 
MEDIDA E INTEGRAL DE LEBESGUE 


En el capítulo 1 (v. П) y en el capítulo 2 de este volumen se estu- 
diaba la integral de Riemann de la función de una y de т variables, 
respectivamente. El concepto de integral de Riemann abarcaba 
una clase de funciones o bien estrictamente continuas en un dominio 
que se consideraba, o bien próximas a las continuas (el conjunto de 
puntos de discontinuidad de tales funciones tiene un volumen n-di- 
mensional igual a сего). Dicho concepto resulta ser insuficiente en 
una serie de apartados fundamentales de las matemáticas modernas 
(en la Leoría de las funciones generalizadas, en la teoría moderna de las 
ecuaciones con derivadas parciales, y en otros). 

En el presente capítulo se expone la teoría de una integral más 
general, a saber, de la Mamada integral de Lebesgue *), para lo cual se 
desarrolla preliminarmente la teoría de la medida y de las así lla- 
madas funciones medibles (que representan una amplia generalización 
de las funciones continuas). 

La idea fundamental de la integral de Lebesgue, que lo hace 
diferente de la integral de Riemann, consiste en que, al componer la 
suma integral lebesguiana, los puntos se reúnen en sumandos separa- 
dos no según la proximidad de dichos puntos en un dominio de inte- 
gración (como se hacía en la suma integral de Riemann), sino a base 
de la proximidad en estos puntos de los valores de la función mte- 
grable, Esta idea permite precisamente extender el concepto de 
integral a una clase muy amplia de funciones. 

Conviene potar que varias teorías matemáticas que admiten el 
entendimiento de una integral en el sentido de Riemann adquieren 
un carácter más acabado cuando se usa la integral de Lebesgue. Сото 
ejemplo de tal teoría sirve la teoría de las sories de Fourier qne se 
expone con el empleo de la integral en el sentido de Riemann en el 
сар. 1, y de la integral de Lebesgue, en el cap. 2. 

En este capítulo la exposición se realiza para el caso de una sola 
variable, aunque puede ser aplicada sin dificultades algunas al 
caso de cualquier número п de variables (la observación correspon- 
diente se aduce al final del capítulo). 


1) A. Lobesgue (1875—1941), matemático francés. 
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$ 1. Sobre la estructura de los conjuntos 
abiertos y cerrados 


Examinemos un conjunto arbitrario Æ de puntos de una recta 
infinita (— оо, оо). 

Llamemos complemento del conjunto E а un conjunto denotado 
con el símbolo СЁ e igual a una totalidad de aquellos puntos de la 
recta infinita (—оо, оо) que no pertenecen al conjunto E. 

Si llamamos diferencia de los conjuntos A y B una totalidad de 
aquollos puntos del conjunto A que no pertenecen al conjunto B, 
ysi denotamos la diferencia de los conjuntos A y B con el símbolo 
ANB, el complemento CE del conjunto Æ puede ser representado 
en la forma 


СЕ = (—oo, NE. 


Recordemos algunas definiciones introducidas en el v. I. 

1°. Un punto x se denomina punto interior del conjunto Е, si 
existe un entorno del punto z (es decir, un intervalo que contiene 
dicho punto) íntegramente perteneciente al conjunto К. 

En adelante un entorno arbitrario del punto 2 se denotará con 
el símbolo v (2). 

2°. Un punto z se Папа punto límite del conjunto 7, si en todo 
entorno v (х) del punto т existe por lo menos un solo рипіо х! del 
conjunto Æ que sea distinto de т. 

3". Un conjunto С se lama abierto, si todos los puntos de esto 
conjunto son interiores, 

4°. Un conjunto F se Пата cerrado, si contiene todos los puntos 
límites suyos 1). 

Una totalidad de todos los puntos Jímites de un conjunto arbitra- 
rio £ so denotará con el símbolo Æ’, y la suma o unión de dos conjun- 
tos А y B, con el símbolo A + B, ө bien А U B *). Convengamos en 
llamar clausura de un conjunto arbitrario Æ а un conjunto que se 
designa por el símbolo / y que es igual a la suma Æ + £’. 

Ls evidente que para cualquier conjunto cerrado Ё so verifica 


la igualdad F— F. 

Una totalidad de todos los puntos interiores de nn conjunto 
arbitrario Æ so designará por el símbolo int ЁЗ). 

Es evidente quo para cualquier conjunto abierto F se verifica 
la igualdad int G 


G. 


1, En particular, un conjunto privado de puntos límites es cerrado (pues, 
el conjunto vacío está contenido en cualquier conjunto). 

3) Se Паша вита о unión de los conjuntos А y В а un conjunto C que se 
compone de los puntos pertenecientes por lo menos а uno de los conjuntos А о B. 

$) Int, tres primeras letras de la palabra francés emtérienr» (parte Interior). 
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Para un conjunto sumamente arbitrario Е el conjunto int Æ es 
abierto, mientras que el conjunto E es cerrado. 

OBsERvAcióN. Se puede mostrar que int Æ es una suma de todos los 
conjuntos abiertos contenidos en Æ, у Ё ез intersección 1) de todos 
los conjuntos cerrados que contienen Æ. De este modo, int Æ repre- 
senta un conjunto abierto más grande de los que están contenidos 
en E, y Ё es un conjunto cerrado más pequeño de los que contienen E. 

Detengámonos en las propiedades más simples de los conjuntos 
abiertos y cerrados. 

1°, 51 ип conjunto F es cerrado, su complemento CF será abierto. 

DEMOSTRACIÓN. Un punto cualquiera z del conjunto CF no perte- 
nece a F y (en virtud del carácter cerrado de Ё) no pertenece al 
conjunto Ё' de puntos límites de 7. Mas, esto es indicio do que 
cierto 0 о (х) del punto z no pertenece а F, y, рог eso, pertene- 
co а CF. 

2°. Si un conjunto G es abierto, su complemento CG será cerrado. 

DEMOSTRACIÓN. Cualquier punto límite x del conjunto CG perte- 
nece a ciencia cierta a este conjunto, pues, en el caso contrario, г 
perteneciera а G, y por cuanto G es un conjunto abierto, entonces un 
entorno v (х) del punto = también perteneciera a G, y no а CG, es 
decir, el punto z no fuera punto límite do CG. 

3°. La suma de cualquier número de conjuntos abiertos es un con- 
junto abierto. 

DEMOSTRACIÓN. Sea E una suma de cualquier número de conjun- 
tos abiertos Ga (el índice æ no es, en el caso general, un número) 
y sea 2 un punto arbitrario de Е. Entonces (por definición de la suma 
de conjunjos) x pertenece por lo menos a uno de los conjuntos Ge, 
y por cuanto cada conjunto de С, es abierto, se encontrará cierto 
entorno v (х) del punto z que también pertenece al conjunto citado 
de Ga, y, por tanto, al conjunto Æ también. 

4°. Una intersección de cualquier número finito de conjuntos abier- 
tos será un conjunto abierto. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que el conjunto Æ es una intersección 
de los conjuntos abiertos Gy, бу. „ бл. у que z es un punto cual- 
quiera de Æ. Entonces, el punto т pertenece а бу, cualquiera que sea 


k (k = 1,2, . . .. п), por lo cual existe un entorno va (т) = (т — er. 
ж + ena), en > 0, del punto z que también pertenece a Gr. Si е = 
== mín [en ёз... -: Ел}, el entorno v (z) = (z — e, z + e) del pun- 


to z pertenece a todos los Gx, a consecuencia de lo cual pertenece 
también а Е. 

5°. La intersección de cualquier número de conjuntos cerrados es ип 
conjunto cerrado. 


1) Se llama intersección de A y B un conjunto de puntos que pertenecen tanto 
а A, como a В. 
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DEMOSTRACIÓN. Supongamos que el conjunto 2 representa una in- 
tersección de cualquier número de conjuntos cerrados Р. (el índicea, 
no es, en el caso general, un número). Notemos que el complemento 
CE representa una suma de todos los complementos CFx, cada uno de 
los cuales es, de acuerdo con 1°, un conjunto abierto. 

Según 3°, el conjunto СЕ es abierto, razón por la cual. en virtud 
de 2°, el conjunto Æ es cerrado. 

6°. La suma de un número finito de conjuntos cerrados es ип con- 
junto cerrado. 

DEMOSTRACIÓN. Sea Æ una suma de conjuntos cerrados Fy, Р„,... 
‚+. Fn. Entonces, CE representa una intersección de los conjun- 
tos CF,, СР, . . ., CFn, cada uno de los cuales es, en virtud de 1°, 
abiorto. De acuerdo con 4°, el conjunto СЕ es abierto, y, por eso, 
en virtud de 2”. el conjunto E es cerrado. 

7°. Si el conjunto F es cerrado y el conjunto G, abierto, el сопјип- 
to FNG será cerrado y el GNF, abierto. 

DEMOSTRACIÓN. Es suficiente notar que el conjunto FNG es una 
intorsección de los conjuntos cerrados F y CG, mientras que el con- 
junto GNF es intersección de los conjuntos abiertos G y CF. 

Sirviéndonos de las propiedades establecidas, demostremos un 
teorema sobre la estructura de un conjunto abierto arbitrario de 
puntos de una recta infinita. 

Convengamos en denominar (aquí y en adelanle en este capítulo) 
intervalo a cualquier conjunto abierto сопето de puntos de una recta 
infinita (no forzosamente acotado). Dicho de otro modo, un intervalo 
representa o bien un segmento abierto a < = < b, о bien una de las 
semirrectas abiertas a <x < оо, о — œ <x <b, o bien toda la 
recta infinita — оо <z < оо. 

Teorema 8.1. Todo conjunto abierto de puntos de una recta infinita 
representa una suma de un número finito o numerable *) de intervalos 
disjuntos dos a dos. 

DEMOSTRACIÓN. Sea G un conjunto abierto cualquiora y sea 2, 
cualquier punto fijo en G. Por cuanto G es abierto, se encontrará un 
entorno v (2), contenido en G, del punto z. La suma de todos los 
entornos v (z) del punto fijo dado = contenidos еп G se denotará 
con 1 (т). Demostremos que 7 (z) es un intervalo. 

Denotemos con a la cota inferior exacta del conjunto de todos los 
punto de / (z) (en el caso en que el conjunto de todos los puntos 
de 7 (х) no está acotado inferiormente, pongamos a = — оо). y con b 
la cota superior exacta del conjunto de todos los puntos de 7 (z) 
(en el caso en que el conjunto de todos los puntos de / (z) no está 
acotado superiormente, pongamos b = оо). Basta probar que un 
punto arbitrario y del intervalo (a, b) pertenece a T (x). Sea y un 

9 Recordemos que numerable se denomina un conjunto infinito cuyos ole- 
mentos pueden ser numerados, es decir, puestos en una correspondencia biuní- 
voca con la serie natural de númoros 1, 2, 3, .. . (véase v. І, сар 3, § 4, p. 6). 


16-564 
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punto arbitrario del intervalo (a, b). Convengamos en considerar, 
para concretar, que а <y <z (el caso en que х < y < b se estudia 
de una manera sumamente análoga). Por definición de la cota infe- 
rior exacta, existe un punto y” que pertenece a 7 (х) y que es de tal 
índole que a< y' <y. Mas, esto significa que se encontrará тп 
entorno v (z) del punto fijo z que contiene el punto y”. En virtud do 
las desigualdades y’ <y < z, resulta que el mismo entorno v (х) 
contiene también el punto y. De aquí se deduce que también / (т) 
contiene y, con lo que queda demostrada la afirmación de que 7 (2) 
es un intervalo. Puede decirse que / (т) es el intervalo más grande 
contenido en G que contiene el punto z. 

Ahora, cerciorémonos de que si los intervalos 1 (тү) e 1 (z4) están 
construidos para dos puntos diferentes fijos лу y х, del conjunto б, 
dichos intervalos o bien no tienen puntos comunes, о bien coinciden. 
Efoctivamento, si los intervalos / (ту) е 7 (т„) contuvieran un punto 
común г, se contendrían ambos en Z (т) y. por eso, coíncidirian. 

Al construir рага cada punto = su propio intervalo 1 (z), elijamos 
ahora los intervalos que no contienen puntos comunes (ев decir, 
disjuntos dos a dos). Cada uno de estos intervalos contiene por lo 
menos un solo punto racional (lo que se conoce del cap. 2, у. 1). Por 
cuanto el conjunto de todos los puntos racionales es mumerable (véa- 
se у. 1, cap. 3, $ 4, р. б), el número de todos los intervalos / (х) dis- 
juntos dos a dos, es a lo sumo numerable. Ya que la suma de todos los 
intervalos de esta índole constituye el conjunto (2. el teorema queda 
demostrado. 

Corolario. Todo conjunto cerrado de puntos de una recta infinita 
se obtiene suprimiendo en la recta finita un número finito o numerable 
de intervalos disjuntos dos a dos. 


$ 2. Conjuntos medibles 


1. Medida exterior de un conjunto y sus propiedades. Toda la 
tóoría que se expone en esto párrafo se dad Lebesgue. De punto 
de partida en dicha teoría sirve el empleo, a título del conjunto 
principal (original), de wn intervalo A = (a, b), cuya longitud o me- 
dida se considera conocida e igual al número | А | = 

Sea E un conjunto arbitrario sobre una recta numi 
nomina recubrimiento 8 = S (E) de un conjunto Æ a todo sistema 
finito o numerable de intervalos (A, ), la suma de los cuales con- 
tiene el conjunto £. La suma de longitudes de todos los intervalos 
{fån} que integran el recubrimiento 5 = 5 (E) se denotará con el 
símbolo о (5). 

Así pues, 


0(5)=2 14,1 
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Definición. Se llama medida exterior del conjunto E a una cota 
inferior exacta de а (S) sobre el conjunto de todos los recubrimientos 
S = S (E) del conjunto Е. 

La medida exterior del conjunto £ se denotará con el simbolo 
LE [*. Así pues, por definición 


El*= inf o (5). 
Pae ШО) 


Evidentemente, la medida exterior de cualquier intervalo coincide 
con la longitud de este intervalo. 

Pongamos en claro las propiedades de la medida exterior. 

19. Si el conjunto E, está contenido еп E,'), tendremos | E* < 
< | Æ, |*. Para demostrar, basta notar que cualquier recubrimiento 
de E, es simultáneamente el recubrimiento de Еу. 

2°. Si un conjunto E representa una suma de un тітето finito 


o numerable de conjuntos (Ex) (simbólicamente E =й En), entonces 
ы 
1и < ЖЕ. (8.1) 


DEMOSTRACIÓN. Fijemos nn e > 0 arbitrario, Por definición de una 
medida | Ху |* como cota inferior exacta, para cada número А existo 
tal recubrimiento S, (Æa) del conjunto Ё, por un sistema de inter- 
valos {Аһ} (n==1, 2, .-.) que 
D IAM < JEt уу. (8.2) 
= 
Designemos con S un recubrimiento de todo el conjunto Е que reúne 
todos los recubrimientos 5% (k == 1,2,... .) y que se compone de to- 
dos los intervalos {AA} (k = 1,2,...;п = 1,2, ..). Por cuanto 5 
os un recubrimiento de E. entonces | E |* 0 (S), pero о (5) = 


a 
Š Хан 


= е! 
De"las dos últimas relaciones у de (8.2) obtenemos 


1Ё\* D (1E.*+ 7) = У 1E,1*+0. 
= е7 
La desigualdad (8.1) está demostrada. 
Convengamos en llamar distancia entre Jos conjuntos Е, y Æ, la 
cota inferior exacta de las distancias entre dos puntos de los conjun- 
tos E; y Ej, respectivamente. 


2) El hecho de que el conjunto Г, está contenido en E, se designa simbólica- 
mente asi: Ду с 


tor 
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Designaremos la distancia entre los conjuntos Æ, y Es por el sim- 
bolo р (Е,, Ex). 

3%. Si p (Еу, Ез) >0, tenemos | E, U Es |* = | Е, |* + | Е. |“. 

Demostración. Pongamos ô=4 p (Еп, Es). Para un e >O arbi- 


trario y para 5 > 0 elegido existe tal recubrimiento S (Æ) del con- 
junto Æ = E, U £,, que 0 (S)< | E |* + e, y la longitud de cada 
intervalo del recubrimiento | Д, | es inferior a б *). Evidentemente, 
los intervalos А, que recubren los puntos de Æ; no contienen puntos 
de Es, y, viceversa, los intervalos que recubren los puntos de Ez no 
contienen puntos de E,. De otras palabras, el recubrimiento tomado 
S (E) se desintegra en una suma de dos recubrimientos: S (Е) = 
= S, (Ез) + Sa (Es). el primero de los cuales $, recubre E,, y cl 
segundo recubrimiento 5 recubre Es. Llegamos, pues, а que 
Sı (E1) + Sa LISTE 1 + к. 

De aquí proviene que | E, |* + | Е, |* < | Æ |* + е, y, por tanto 
(en virtud de que e es arbitrario), | Æ, |* + | А. |*<с | Æ |*. Por 
cuanto, según la propiedad 2°, se verifica también la desigualdad 
inversa | Ё |* < | Es |* + | Ee |", resulta que | Ё|* = | Æl * + 
-+ | E, |*. La propiedad 3° está demostrada. 

En particular, la propiedad 3° queda válida, si E, y E, son aco- 
tados, cerrados y no contienen puntos comunes. 

4°. Para un conjunto arbitrario Е y un número arbitrario в >0 
existe un conjunto abierto G que contiene E y es de tal indole que 
IGIS] El? + е. 

DEMOSTRACIÓN. Basta tomar a título de G la suma de todos los 
intervalos que componen el recubrimiento S (Е) del conjunto £, 
рага el cual с (S)< | E |* + е. 

2. Conjuntos medibles y sus propiedades. 

Definición 1. Un conjunto E se llama medible, si para cualquier 
número positivo e existe un conjunto abierto G дие contiene E y es de tal 
índole que la medida exterior de la diferencia GNE єз inferior a e. 

La medida exterior del conjunto medible E se llamará medida de di- 
cho conjunto y se denotará con el símbolo | E |. 

Do esta definición se deduce que la medida del conjunto E es igual 
a cero cuando, y sólo cuando, es nula la medida exterior de ceste 
conjunto. 


3) Esto so deduce de lo que para £ >0 y $ > 0 arbitrarios existo un recu- 
brimiento 5 (Е) del conjunto Е tal que с (5) < | E |* +e, y А, <ô (para 
todo intervalo А, del recubzimiento 5). Para cerciorarse de ello, basta, al tomar 
un recubrimiento 5°, рага el cual о (3°) < | Æ [* ++ dividir cada intervalo 
del recubrimiento 5° en intervalos de longitud inferior a $, y, después, recu- 
brir los extremos de estos últimos intorvalos con los intervalos, cuyas longitudes 
sumadas constituyen си total una magnitud inferior а 6/2. 
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Demostremos una serie de afirmaciones que aclaran las propie- 
dades principales de los conjuntos medibles. 

Teorema 8.2. Todo conjunto abierto es medible, con la particu- 
laridad de que su medida es igual a la suma de intervalos disjuntos 
dos a dos que lo componen. 

La demostración es obvia (basta tomar G = Е en la definición de 
mensurabilidad y constatar que la cota inferior exacta de о (5) se 
logra sobre el recubrimiento $ coincidente con la partición de E en 
una suma de intervalos disjuntos dos a dos). 

Teorema 8.3. Una suma de un número finito o numerable de conjun- 
tos medibles es un conjunto medible. 


DEMOSTRACION. Sea E= Ù En, siendo cada En medible, Fija- 


ЕЛ 
mos arbitrariamente e > 0. Para todo conjunto E, existe un conjun- 
to abierto Ga que contiene Æ, y que es de tal indole que 


TA (8.3) 
Al poner б = | Gn, notemos que el conjunto E está contenido en G 
PR 


y que la diferencia GN Æ está contenida en la suma 0, (Ga NEn). 


Mas, en este caso, de la propiedad 2° de 1а medida exterior (véase el 
punto antecedente) y do la desigualdad (8.3) obtenemos 


IENE < Y |б„ N Enlt <e У 2" 
= а 


El teorema está demostrado. 

Teorema 8.4. Todo conjunto cerrado F es medible. 

DEMOSTRACIÓN. Realicemos la demostración en dos etapas. 

1%. Supongamos al principio que el conjunto 2 está acotado. 
Fijamos arbitrariamente e > 0. De acuerdo con la propiedad 4° de la 
medida exterior (véase el punto antecedente), existe un conjunto 
abierto G que contiene Р y que es de tal índole que 


IGISIFIP +e (8.4) 


Según la propiedad 7° del $ 4, el conjunto GN F ев abierto. Por eso, 
de acuerdo con el teorema 3.1, el conjunto GNP puedo representarse 


en forma de una suma GN F= КТА А, де intervalos disjuntos dos а dos. 


El teorema quedará demostrado, si establecemos que 


IGN F= Ў Ае (8.5) 
= 


26 Cap 8. Medida e integral de Lebesgue 


Convengamos en denotar (para cada intervalo А = (a, b) y todo 
número a del intervalo 0 <a <G%) con el símbolo А® un inter- 


valo А® = (a + a, b — а), y con el símbolo А un segmento А® 


72, con AS so designará 


= la + a, b— al. En cambio, зі «> 

un conjunto vacío, para el cual | А© | = 0. Para todo número п pon- 

gamos Ё% = |) 3%. Es evidente que | 21° = Ý | AF]. El con- 
ai ё 


junto E% ез, de acuerdo con la propiedad 6° del $ 1, cerrado. Por 
cuanto este conjunto no tiene puntos comunes con el conjunto cerra- 
do Р, entonces (en virtud de la propiedad 3° de la medida exterior) 


LER+ FI = Ее Ре. (8.6) 
Por otra parte, уа que el conjunto 24-Е (para todo @ > 0 y рага 


todos los números п) está contenido en G, tendremos (en virtud de la 
propiedad 1° de la medida exterior) 


ІЕЕ +FI<|G1t. (8.7) 
De (8.5), (8.6) y (8.7) obtenemos 
ТЕЛ ТР Ее +e (8.8) 


(para todo a 2> 0 y todo número п). Por cuanto el conjunto F es 
acotado y su medida exterior | F |* < оо, de (8.8) resulta que 


¡Bt <e (8.9) 


(para todo a > 0 y todo número л). Pasando en (8.9) al límite pri- 
mero para са 0 + 0, y, luego, para n—> оо, obtendremos la desigual- 
dad (8.5). Con esto queda demostrado el teorema para el caso del 
conjunto acotado F. 

25. Si el conjunto cerrado F no es. como regla general, acotado, 


representemos F en forma de una suma F = | Fa, donde F, es una 


1 
intersección de los conjuntos cerrados F y [— п, п]. Deacuerdo con lo 
demostrado en la primera etapa, cada Р, es medible (pues está 
cerrado y acotado), a consecuencia de lo cual es medible también, en 
virtud del teorema 8.3, el conjunto F. El teorema está completa- 
mente demostrado. 

Teorema 8.5. Si un conjunto E es medible, su complemento CE 
también será medible. 

DEMOSTRACION Por definición de mensurabilidad del conjunto E, 
existe para todo número п un conjunto abierto С, que contiene E, 
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para el cual 
16, У Еж. (8.40) 


Sea Е, = CGn. Por cuanto СЕ УСЕ, = E,N E, para cualesquiera 
conjuntos E, у Ez (que el lector mismo lo compruebe), entonces 
CEN CGn = Gp É, y por, consiguiente, CEN Р, = Gp Z. De la 
última igualdad se deduce que para todo número т 


CE х0, ЕСС, У Е. (8.11) 


(Recordemos que la notación E, œ Е, significa que E, pertenece a Ё,). 
De (8.11) y de la propiedad 1° de la medida exterior proviene 
que para todo número п 


ICEN FA Fal” < 16, N EIS, 
y de la última desigualdad y de (8.10) resulta que 
ICEN КА Р,|* < 1 
(рага todo número п). Mas, esto es indicio de que la medida exterior 
у, por consiguiente, también la medida del conjunto Æo = CES, 0 Z, 
: i 
es igual a cero, es decir, el conjunto СЕ es igual a la suma de con- 


juntos medibles Б, y Ù Fa (el último conjunto es medible en vir- 
А, 


tud de los teoremas 8.4 y 8.3). El teorema está demostrado. 

Corolario. Рага дие un conjunto E sea medible, es necesario y sufi- 
ciente que para cualquier número positivo e exista un conjunto cerrado F 
que se contenga en E y que sea de tal índole que la medida exterior de 
la diferencia ENF sea inferior a e. 

DEMOSTRACION. La mensurabilidad del conjunto Ё es equivalente 
a la de CE (teorema 8.5). es decir, equivalente a la exigencia de que 
para todo e > 0 se encuentra un conjunto abierto G que contenga СЕ 
y que sea de tal índole que | GN СЕ |+ < e. Mas, la exigencia mencio- 
nada (en virtud de la identidad CE,N CE, == E,N Е;) es equiva- 
lente al requisito de que para Lodo e > 0 exista un conjunto cerra- 
do Р — СС que se contenga en E y sea tal quo |ENF]* = 
= | CENCE |* = | GNCE |* <e. El corolario está demostrado. 

OBSERVACIÓN 1. La condición de mensurabilidad que se contiene 
en el corolario recién demostrado, puede tomarse por la nueva 
definición de mensurabilidad que es equivalente a la enunciada al 
principio de este punto 

Teorema 8.6. La intersección de un número finito o numerable de 
conjuntos medibles es un conjunto medible. 
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DEMOSTRACIÓN. La intersección de los conjuntos Ej, Ez, - . de- 


signemos por el símbolo ñ Æa. En virutd de la identidad A E= 
E 10 


=с[ й СЕ, | (que el lector mismo compruebe esta identidad), 
ША 


el teorema se deduce inmediatamente de los teoremas 8.3 y 8.5. 

Teorema 8.7. La diferencia de dos conjuntos medibles es un con- 
junto medible. 

DEMOSTRACIÓN se deduce de la identidad ANB = A f (СВ) 
y de los teoremas 8.5 y 8.6. 

Procedamos, ahora, con la demostración del teorema fundamental 
де la teoría de la medida. 

Teorema 8.8. La medida de una suma de un número finito o numera- 
ble de conjuntos medibles disjuntos dos a dos es igual a la suma de medi- 
das de dichos conjuntos. 


DEMOSTRACIÓN. Sea E= Й En, con la particularidad de que 


=! 
los conjuntos E, son medibles y disjuntos de dosen dos. Examine- 
mos separadamente dos casos. 

1) Supongamos primero que todos los Æa son acotados. Observe- 
mos que para un caso en que todos los £, son cerrados y hay un 
número finito do ellos, la demostración del teorema se deduce inme- 
diatamente de la propiedad 3° de la medida exterior (véase el р. 1 
de este párrafo). 

Sean, ahora, Е, unos conjuntos acotados disjuntos dos a dos. 

En virtud del corolario del teorema 8.5, para cualquier е >0 
y para todo número п existe un conjunto cerrado Fa que está con- 


tenido en E, y es de tal índole que *) | Eh N Fn | < ут. Por cuanto 


todos los conjuntos Fn son acotados, cerrados y disjuntos dos а dos, 
para cualquier número finito m tenemos, en virtud de la observación 
aducida más arriba: 


0 АЕ Ў irn. (8.42) 
2 


Por otra parto, de la igualdad Е, = (En Fn) |) Fn se deduce 
(en virtud de la propiedad 2° de la medida exterior) que | En |< 


ТАУР | + 1 Fn | <| Fn | + уг, de suerte que 
D, Eni < È Falte (8.13) 


з) Por cuanto la mensurabilidad de todos los conjuntos que figura en la 
demostración ya está establecida, podemos escribir siempre simplemente medida 
en lugar de fa medida superior- 
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(para todo m finito). De (8.12) y (8.13) concluimos que para cualquier 
m finito 


Š ea) б ra| +e 


Ahora tendremos en cuenta que la suma de todos los conjuntos Fp es- 
tá contenida en Е. De aquí proviene que para cualquier número m 


| к.|< ш, 


de suerte que (en virtud de (8.14)) para cualquier número m 


2, En! < 1E] +e. (8.15) 


Pasando en (8.15) al Jímite para m — оо, Педалов a que 


Y IE < lEl+e 


y. por consiguiente, en virtud de que e >0 es arbitri 
Y 18 < IE. (8.46) 


Resta por notar que del hecho de que la suma Ù Е, es igual al 


„| 
conjunto Е y de la propiedad 2° de la medida exterior se deduce 
una desigualdad inversa 


1El < 2 15,1. (8.17) 


Do las desigualdades (8.16) y (8.17) se desprende la afirmación dol 
teorema (para el caso de los conjuntos acotados Ё„). 

2) Supongamos, ahora, que Jos conjuntos Е, no son, en general, 
acotados. Denotemos соп el símbolo Ef el conjunto acotado £k 
= En N (k—1<|2| <k) (recordemos que el signo П significa 
una intersección). 


De la igualdad Е = 


һа se deduce que 


U £l y del caso охат\їпайо más arri- 
1 


[El Y 2 = Y lEn- 


El teorema queda completamente demostrado. 
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OBSERVACION 2. La propiedad fundamental de la medida que se 
establece por el teorema 8.8 recibe el nombre de o-aditividad de la 
medida. 

Con el fin de enunciar una propiedad más de la medida, introduz- 
camos un concepto nuevo. 

Definición 2. Diremos que un conjunto E es del tipo Gs, si E puede 
ser representado en forma de una intersección de un número numerable 
de conjuntos abiertos Gn, y conjunto del tipo Р,, si E puede ser repre- 
sentado en forma de una suma de un número numerable de conjuntos 
cerrados Fy- 

Teorema 8.9. Si un conjunto E es medible, existen un conjunto E, 
del tipo F y contenido en E, y un conjunto E. del tipo Ga que contie- 
ne E, para los cuales | E, | = | E | = | Е, |. 

DEMOSTRACIÓN. Dobido a la mensurabilidad de Æ y al corolario 
del teorema 8.5, para cualquier número п existen un conjunto abierto 
Gr, оп el que está contenido E, y un conjunto cerrado Fn que so 
contiene en £ de tal índole que 


JEFA SÍ, СМЕ. (8.18) 
п п 


Pongamos Ё = 


U Fas Е. = {| Gn. Por cuanto para cualquier 
“ч НЯ 


número n 
ЕХ Еу с ЕМЕ, Е,“ Есб,<(Е, 


resulta, en virtud de (8.18) y de la propiedad 1° de la medida exterior: 
IEN ЕЦ <. ENE, 


Por ser arbitrario el número n, de aquí se deduce que | EX£, | = 0 
y | ENE | = 0. El teorema está demostrado. 

OBSERVACIÓN 3. Notemos que existen conjuntos no medibles. Para 
construirlos es suficiente tomar en consideración que en una circun- 
ferencia unidad existe un número numerable de conjuntos disjun- 
tos de dos en dos y congruentes !) uno respecto de otro, cuya unión 
es igual al conjunto de todos los puntos de la citada circunferencia. 
A título do tales conjuntos interviene, por ejemplo, un conjunto Æo 
de todos los puntos de la circunferencia, de los cuales dos puntos 
cualesquiera no se puede coincidir uno con el otro mediante un giro 
al ángulo n-a, donde п es un número entero cualquiera y ж, un 
número irracional fijo, como también todos los conjuntos Е, que se 
obtienen a partir de Е, mediante un giro al ángulo п-о. Si Ёз fuera 
medible serían medibles también todos los conjuntos E, con la 
particularidad de que | Z, | = | Е, | para todo n entero. Mas, en 


1) Por término «congruentes» se deben entender en el caso dado los con- 
juntos, uno de 1‹ cuales puede coincidirse con el otro girando la circunforen- 
cia en е1 plano a cierto ángulo. 
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este caso obtendríamos, en virtud de teorema 8.8, que 2л У) (Е, |, 
lo que es imposible, cualquiera que sea el valor de | En |. 
$ 3. Fanciones medibles 


1. Concepto de función medible. Convengamos en llamar recta 
numérica ertendida а una recta numérica ordinaria —оо <7 < оо 
соп dos elementos nuevos, оо y +00, añadidos. Para poder aplicar 
operaciones aritméticas en la recta numérica extendida, se conside- 
тага que а + (+00) = +00, a + (—оо) = —оо (para cualquier 

+оо, —оо + (—оо) == —оо; 
(doo) —а = + —oo (para cualquier а fi- 
nito); (+00) — (—оо) = +00, —оо — (4-00) = —оо; a: (4-00)== 
= +o cuando a>0, 0-(4+00) = 0, а. (+00) = —oo cuando 
а <0; (400) (+00) = +, (+00)-(—00) = —оо, — (—00) Х 
x (—00) == +00, 0-(—00) = 0, a- (—оо) = —оо cuando a >0, 


a: (00) = + оо cuando а <0; EE = (+оо)-1- para cualquier 


а 40 finito, 2 = 0 para cualquier a finito. 
Quedan indefinidas sólo las siguientes operaciones: (+00) + 


+ (—00), (+o) — (+o), (00) (00), HZ. 

En lo que sigue adelante en este capítulo зе examinarán siempre las 
funciones que están definidas en los conjuntos medibles de la recta 
numérica ordinaria y que toman valores pertenecientes a la recta 
numérica extendida. 

Como ejemplo de tal función puede servir 


—оо para 2<—1, 
10) = 0 para —1<2<1, 
+00 рага 2>1. 

Convengamos en denotar, aquí y en adelante, con el símbolo Е 
17 satisface la condición A] un conjunto de todos los valores de т en E, 
para los cuales f (т) satisface la condición A. 

Por ejemplo, Æ [/> a) es un conjunto de aquellos valores de т 
en Ё. para los cnales f (2) > a. 

Definición. Una función f (x) definida en un conjunto E se deno- 
mina medible en este conjunto, si para cualquier número real a el con- 
junto E [f> al es medible, 

Teorema 8.10. Para que una función f (0) sea medible en el con- 
junto E, es necesario y suficiente que uno de los siguientes tres con- 
juntos: 


Кїў] >а, Elf <a. Elj<al (8.19) 
sea medible para cualquier a real. 
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DEMOSTRACIÓN. 1) Teniendo presente la mensurabilidad de la 
función f(x) de las relaciones elementales 


Ey>a= 0 E[1>0+27, 


Elj>al= Ñ E[1>0-4] 


у de los teoremas 8.3 у 8.6 deducimos que la mensurabilidad (para 
cualquier a real) del conjunto E[f > al es una condición necesaria 
y suficiente de mensurabilidad de la función / (z) sobre el conjun- 
to E. 

2) De las relaciones Elf <a] = EME [ура] y de los teoremas 
8.3 y 8.7 se deduce que la mensurabilidad (para cualquier a real) 
del conjunto E [у <a] es una condición necesaria y suficiente de 
mensurabilidad de la función f (т) sobre el conjunto E. 

3) Por Sin, de la relación 17 < al = ENE [¡<al, de los 
mismos teoremas 8.3 y 8.7 y de lo demostrado en 1) se deduce que la 
mensurabilidad (para cualquier a real) del conjunto Elf < al es una 
condición necesaria y suficiente de mensurabilidad de la función 
7 (х) sobre el conjunto Æ. El teorema está demostrado. 

OBSERVACION, En virtud del teorema 8,10. la mensurabilidad (pa- 
ra todo a rea)) de cualquiera de los tres conjuntos (8.19) puede tomar- 
se por Ja nueva definición de mensurabilidad de la función у (z) 
sobre el conjunto £ equivalente a la enunciada más arriba. 

2. Propiedades de las funciones medibles. 

1°. Si la función f(z) es medible sobre el conjunto E, será medible 
en cualquier parle medible E, del conjunto E. 

La demostración se deduce inmediatamente de la identidad 
E, > al = E, N Elf> al y del teorema 8.6. 

2°. St el conjunto E es una suma finita o mumerable de conjuntos 
medibles En, ysi una función f(x) es medible еп cada conjunto En, 
será también medible sobre el conjunto E. 

La demostración se deduce inmediatamente de la identidad 


Еур а= Ü, En > а] y del teorema 8.3. 


3°. Toda función f (z) es medible sobre el conjunto E de medida cero. 

En efecto, cualquier subconjunto de un conjunto de medida cero 
es medible y tiene medida cero. 

Definición 1. Dos funciones f (т) y g (x), definidas sobre un conjunto 
medible E, se denominan equivalentes en dicho conjunto, si el conjunto 
E [f + g) es de medida cero. 

Para denotar funciones equivalentes (en el conjunto Е) у (х) 
y g (z) se usa frecuentemente el símbolo f = g. 

4°. Si las funciones f (z) y g (z) son equivalentes en el conjunto E 
y si у (2) es medible en E, será también medible en E la función g (х). 
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DEMOSTRACION. Pongamos E, = E 17 + gl, E, = EN Es. Por cuan- 
to la función g (х) coincide en E, con f (z), g (2) será medible en £, 
en virtud de la propiedad 1°. De acuerdo con la propiedad 3°, g (т) 
es también medible sobre Ё y, por eso, según la propiedad 2°, g (2) 
es medible en Æ. 

Definición 2. Suele decirse que cierta propiedad A es válida cast 
en todo punto sobre el conjunto E, si un conjunto de puntos de E, sobre el 
cual dicha propiedad jalla de ser válida, es de medida cero. 

Corolario de la propiedad 4”. Siuna función f(x) es continua casi 
en todo punto sobre el conjunto medible E. será medible sobre E. 

DEMOSTRACIÓN. Notemos al principio que si una función f (х) es 
continua sobre un conjunto cerrado F, ella será medible en Ё, pues 
el conjunto F[/>al es cerrado, cualquiera que sea а, y, por consi- 
guiente, es medible. Supongamos que f(x) es continua sobre un 
conjunto medible arbitrario Æ casi en todo punto y denotemos con R 
un subconjunto de todos los puntos de discontinuidad de f (х) que 
tiene medida cero. 

En virtud de las propiedades 2 y 3°, basta mostrar la mensurabi- 
lidad de f (2) sobre el conjunto Æ, = EN R. Con arreglo а] teore- 
ma 8.9, existe un conjunto Е, del tipo Fy (véase р. 2, $ 2) que se 
contiene en Æ, y es de tal índole que | Е, | = | £,| = | Æ |. En 
virtud de las mismas propiedades 2° y 3°, basta mostrar que f (2) es 
medible sobre el conjunto £,. Mas, E, (siendo un conjunto del ti- 
po Fo) puede representarse en forma de una suma numerable de 
conjuntos cerrados К„, en cada uno de los cuales f (z) es continua 
y, Por consiguiente (en virtud de la observación aducida más arriba) 
medible. Entonces, de acuerdo con la propiedad 2, la función f (х) 
es medible еп Ez. 

OBSERVACIÓN. Subrayemos que la continvidad de la función / (2) 
casi en todo punto del conjunto Æ conviene diferirla de la equivalen- 
cia de f (z) sobre E a una función continua. Así, por ejemplo, la 
función de Dirichlet f (т) = 1, si z os racional, y / (z) = 0, si æ оз 
irracional, no es continua en ningún punto del segmento [0, 1] (véase 
cap. 4, v. I), no obstante dicha función es equivalente en [0, 1] a una 
función g (т) == 0, pues, 7 (т) == g (2) sólo en el conjunto de todos 
los puntos racionales del segmento [0, 11, el cual es numerable y tie- 
ne, рог eso, medida сего *). 

3. Operaciones aritméticas con las funciones medibles. Demostre- 
mos, ante todo, un lema siguiente. 

Lema 1. 1) Si una función f (x) es medible sobre un conjunto E, la 
función | f (z) | también será medible en dicho conjunto. 2) St f (т) es 
medible sobre un conjunto E, y C es una constante cualquiera, cada 
una de las funciones f (2) + C y C- f (ж) es medible sobre el conjunto E. 

1) El hecho de que un conjunto numerable de puntos os de medida cero se 


deduce del teorema 8.8 y de l> que la medida do un conjunto compuesto por 
un solo punto es igual а coro. 
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3) Si f (2) y g (z) son medibles sobre un conjunto E. el conjunto E 11 > 
> gl será medible. 
DEMOSTRACIÓN. 1) Basta tomar en consideración que para todo а 


no negativo 
Eil |> а) =El¡>dl Y Еа] 
y emplear el teorema 8.3. Si а <0, resulta que E [| ў |> а] coin- 
cide con E y es también medible, 
2) Basta aprovechar, para cualquier а real, las relaciones 
El + С> а] = Еу>а — Cl, 
Е(} >] para C>0, 
E[1<-F] vara C <0. 


Si C = 0, tenemos C- (2) = 0, y, por eso, es medible. 
3) Sea {гу} todos los puntos racionales de la recta infinita (— оо, 
оо). Basta tomar en consideración que 


E> gl = Ñ (E> П ел). 


вела 


Apoyándonos en el lema 1, demostremos cl siguiente teorema. 

Teorema 5.11. Si las funciones f (т) y g (т) toman sobre un con- 
junto E valores finitos y son medibles en dicho conjunto, cada una 
de las funciones f (х) —g (т), 102) +8 (2), f (2)-8 (2) y 1 (2)/g (2) (para 
el cociente f (2)/g (т) se necesita adicionalmente que todos los valores 
de g (x) sean distintos de cero) será medible sobre el conjunto E. 

DEMOSTRACION. 1) Para demostrar Ja mensurabilidad de la diferen- 
cia f (z) — g (z), basta notar que para cualquier a real un conjunto 
Elf — g > al coincide con el conjunto medible (en virtud del le- 
ma 1) Ё If >g + al. 

2) Para demostrar la mensurabilidad de la suma j (=) + g (2), 
basta tener presente que f + g = / — (— g) y que la función 
— g (т) es medible segun el lema 1 

3) Para demostrar la mensurabilidad de un producto de dos 
funciones medibles, cerciorémonos primero que el cuadrado de una 
función medible es función medible. Efectivamente, si a < 0, el 
conjunto Æ [72 > a] coincide con Æ y es, por ello, medible. En 
cambio, si a> 0, el conjunto Е [f? > а] coincido соп un conjunto 
medible (con arreglo al lema 1) E [| / | > И úl. La mensurabilidad 
del cuadrado de una función medible y la mensurabilidad de una 
suma y de una diferencia de las funciones medibles predeterminan 


(en virtud de la relación /-g = 4 + g)? — 32 (7 — gy) la mensura- 
bilidad del producto f (z) g (=). 
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4) Por ser medible el producto de dos funciones medibles, para 
demostrar la mensurabilidad de un cociente //g, basta probar que 1/g 
es medible, y la mensurabilidad de ésta se deduce de los teore- 
mas 8.3 y 8.6, y de las relaciones 


Elg>0 MN Е[#< 2 рата a>0, 
Е[4>а]= Elg>0] para a=0, 
Ele>0)UE[e<F] para a<0. 

El teorema está completamente demostrado. 

4. Sucesiones de funciones medibles. Demostremos algunas afir- 
maciones importantes concernientes а la sucesión de funciones 
medibles. 

Teorema 5.12. Si (/n (2)} es una sucesión de funciones medibles 
en el conjunto E, tanto el límite inferior, como el superior de dicha 
sucesión 1) serán funciones medibles sobre el conjunto Е. 

DEMOSTRACION. Cerciorémonos primero de que si una sucesión 


{8n (x)) se compone de las funciones medibles sobre el conjunto Е. 
саба una de las funciones ê) q (7) = inf g, (х) y y (л) = sup gu (т) 
» 


será medible sobre el conjunto £. Basta tomar en consideración 
las relaciones 


El <a= Ü Еш„<а|, 


Еф>а}=  Еш„> a 


y aprovechar el teorema 8.3. 
Denotemos, ahora, los límites inferior y superior de la sucesión 
{fn (2) con f (х) y F (2). respectivamente. Para demostrar la mensu- 


rabilidad de f (2) y f (z) sobre el conjunto E, basta notar que 
102 (ple), 


T)= dns {зир к ©}, 


1) En el capítulo 3, v. I se ha demostrado que cualquier sucesión acotada 
cuenta con los límites inferior y superior. Aquí convenimos en considerar que 
si una sucesión no es acotada inferiormente (superiormente), su límite inferior 
(superior) es igual а — оо (+00). 


3) La notación q (z) = ini g, (z) significa que en todo punto zel valor 


de q (2) es la cota inferior exacta de los valores en este punto de g, (2), ga (2), --. 
Un sentido análogo tiene la notación Ф (т) = Sup к„ (2) 
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y hacer uso de la afirmación demostrada más arriba. El teorema está 
demostrado. 

Teorema 8.13. Si una sucesión de funciones {fn (х)}, medibles sobre 
el conjunto E, converge casi en todo punto en E hacia una función f (х), 
la función f (x) será medible en E. 

pemosrracióx. En el caso en que la sucesión (fp (2)) converge 
hacia ў (2) no casi en todo punto, sino siempre en Ё, la afirmación 
del teorema sobre mensurabilidad de f (z) se deduce inmediatamente 
del teorema 8.12. En cambio, si {fn (х)} converge hacia f (z) en 
todo punto sobre Æ, a excepción de un conjunto Ep de medida cero, 
1 (2) es medible en ENE) en virtud del teorema 8.12, y medible 
en Ep, siendo este último conjunto de medida cero (propiedad 3° del 
р. 2) у, por eso, medible sobre el conjunto E = (EN Eo) U Eo (еп 
virtud de Ја propiedad 2° del р. 2). El teorema está demostrado. 

Introduzcamos, ahora, el concepto importante de convergencia 
en medida de una sucesión sobre ап conjunto dado. 

Definición. Supongamos que las funciones fn (т) (п == 1, 2...) 
y ] (х) son medibles en un conjunto Е y toman casi en todo punto de Е 
valores finitos. Se dice que la sucesión {fn (x)} converge hasia f (т) en 
medida sobre el conjunto E, si para cualquier número positivo e se 
verifica una igualdad 


lím [Ef — ful > eIl +0, (8.20) 


ез decir, si para cualesquiera e y ô positivos existe un número M tal 
que con л > N se verifique la desigualdad | Æ [| f — fn 1> е0 < ô. 

A. Lebesgue demostró el siguiente Leorema. 

Teorema 5.14. Sea E un conjunto medible de medida finita y supon- 
gamos que las funciones fn (2) (n = 1, 2,...) y f (2) son medibles 
sobre el conjunto E y toman casi en todo punto de È valores finitos. 
Entonces, la convergencia de la sucesión {fn (2)} hacia f (x) casi en 
todo punto de Е predetermina también la convergencia de {fn (х)) hacia 
$ (x) en medida sobre el conjunto Е. 

DEMOSTRACION. Pongamos А = Е [| / |= + о), An = El | fal = 


= фор 8=ENEL lim з=, С=4+В+ (А 


Entonces, por hipótesis del teorema, | С | = 0, y en todo punto 
fuera del conjunto С la sucesión {fn (=)) converge hacia f (z), mientras 
que todas las funciones fn (2) y f (2) tienen valores finitos. 

Para un e >0 arbitrario pongamos Е, =El¡f—=fn |> èl, 


Ra = |} Ex. Entonces, por cuanto Е, está contenido en Zn, se 
[; 


verifica la desigualdad | En |< | Ra |, y para demostrar (8.20), 
basta probar que | Rn |>0, cuando n— co. 
Denotemos con Æ una intersección de todos los conjuntos Ry, 


Re, - . . y cerciorémonos de que | А, |— | Д |, cuando n=» оо. Рог 
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construcción, Hn +, está contenido en А, para cada número n, y, por 
tanto, para cada número n tonemos 


Ra N R= 0 Ea N Лу), 


con la particularidad de que los conjuntos bajo el signo do la suma 


соп disjuntos dos a dos. Mas, en virtud del teorema 8.8, para cada 
к 

MRa N R= È БҮЛ (8.21) 
у, рог ser convergente la serio 

н< È MEN Вы], 


el resto de la serie (8.21) tiende a cero cuando п + оо, Así pues 
RINA |>0, cuando n= оо. En virtud de la relación E Js 
= | RaNR | -+ | R |, esto es indicio de que | №, 1>| R |, cuau- 
do n= оо. 

Ahora, para demostrar (8.20), nos resta probar que | R] +0. Cou 
п es suficiente mostrar que R está contenido еп С. 

Ses т, un punto cualquiera que no pertenece а C. Entoncos, para 
un e => 0 arbitrario fijo existe un número N (zp, е) tal que | /n (2) — 
(00) | < e, cuando л> М (zo е). Esto significa que рага п> 
2 N (o, €), el punto zo no pertenece a £, y menos aún pertenece 
a RR, y al conjunto R, el cual es intersección de todos los 7? ,.. Así pues, 
todo punto za que no pertenece а С tampoco pertenece а /ў. Mas, esto 
significa precisamente que R está contenido en С. El teorema está 
demostrado 

OBSERVACIÓN. Subrayemos que la convergencia de Ja sucesión 
{fn (x)} hacia la función f (т) en medida sobre el conjunto Æ no 
predctermina ni mucho menos no sólo la convergencia de {fn (т)) 
hacia / (x) casi en todo punto en Æ, sino tampoco la covergencia de 
{7, (ж)} hacia f (x) por lo menos en un solo punto del conjunto E. 
Basta examinar un ejemplo construido en el p. 3, $2, cap. 1. Una 
sucesión {fn (2)). construida en el citado ejemplo, es divergente en 
todo punto del segmento [0, 1), pero, por cuanto cada función fn (т) 
es distinta de cero sólo en el segmento /„, cuya longitud tiende а coro 
cuando n=» оо. la sucesión (f, (z)} convergo hacia la función 
7 (т) =0 en medida sobre el segmento (0, 11. 

Sin embargo. F. Riezs 1) demostró el siguiente teorema. 

Teorema 8.15. Sea E un conjunto medible de medida finita y supon- 
gamos que las funciones f, (т) (п = 1, 2, ...) y f (2) son medibles 
sobre el conjunto E y toman cast en todo punto de Е los valores finitos. 


esto 


У Е. Ríezs (1880—1956), matemático húngaro. 
17-60 
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Entonces, si una sucesión {fn (x)) converge hacia f (x) en medida sobre el 
conjunto E. en dicha sucesión puede elegirse una subsucesión que sen 
convergente hacia f (x) casi en todo punto de E. 

punostración. Podemos suponer, sin limitar la generalidad de 
nuestros razonamientos, que las funciones /, (т) y / (2) toman valo- 
res finitos no casi en todo punto, sino siempre sobre Е (de lo con- 
trario, se introducirían los mismos conjuntos А y A, que figuraban 
en la domostración del teorema antecedente y se repetirían todos los 


razonamientos para el conjunto EXAN 0 An). De 1а convergen- 
ar 


cia de {fn (х)} hacia f (z) en medida sobre el conjunto E se deduce 
que para cualquier número д existe tal número n, que рага la medida 
del conjunto E, = E [| f — fna |> 1/k] ке verifique la desigual- 
dad | En |< 1/2*. Pongamos, al igal que en la demostración del 
teorema antecedente, А, = U Er, R= N Ba. Entonces, en 
=n ni 
virtud de la propiedad de la medida exterior (véase р. 1, § 2), | Я. 
ч $ ТА. de suerte que 1, | У) N2 = 0271 
к к. 
Do este moda, | №, |>0 cuando n= ос. De un modo sumamente 
análogo al empleado en ol teorema antecedente se demuestra que 
| Ra |—> | А |, cuando n=-oo. Llegamos, pues, a que | | = 0. 
Restu por demostrar que fuera de R la subsucesión {fn (x)) 
siompre converge bacia f (z). Sea х un punto arbitrario de ÆN A. 
En este caso т no pertenece al conjunto R y para cierto N = N (т). 
Pero, esto quiere decir que х no pertenece a En, cuando k> N (2). 
Dicho de otro modo, | f (2) — fap (2) | < Uli para А> N (2). El teo- 
rema está demostrado. 
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4. Concepto de integral de Lebesgue de una función acotada. 

Llamemos partición de un conjunto medible Е а toda familia 7 
do un número finito de subconjuntos medibles y disjuntos dos a dos 
E, En, . . «y En del conjunto E que en soma integran el conjunto X. 

Para denotar la partición del conjunto Æ se empleará el símbolo 
T = {Еу}, о bien un símbolo más breve Т = {En}. 

Examinemos en el conjunto Æ de medida finita una función aco- 
tada f (2). Para una partición arbitraria 7 = {Ез} del conjunto Е, 
dosignomos por los símbolos Ma у my las cotas exactas superior 
e inferior, respectivamente, de la función f (z) sobre un conjunto 
parcial E, e introduzcamos en el análisis dos sumas 


Si= Y МЕМ y зу = A m |El 
© а 
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que se denominan sumas superior e inferior, respectivamente, de la 
partición 7. 
Notemos en seguida que para toda partición 7 = (£,) 
5р Sr- (8.22) 

Para cualquier función f (2). acotada sobre el conjunto de me- 
dida finita Æ, tanto el conjunto de todas las sumas superiores (Sy), 
como también el de todas las sumas inferiores (sy) (correspondientes 
a toda clase de particiones 7 =- (Ey) delconjunto Æ) están ambos 
acotados. Por eso, existo una cola inferior exacta del conjunto {Sr}, 
que se denotará con el símbolo / y se llamará integral superior de 
Lebesgue, у una cota superior exacta del conjunto (sy) que se deno- 
tará con Гу se llamará integral inferior de Lebesgue. 

Definición. Una función f (х), acotada sobre conjunto de. medida 
finita E, se denomina integrable según Lebesgue en dicho conjunto, si 
1 = Т, es decir, si las integrales de Lebesgue superior e inferior de dicha 
Función coinciden. 

En este caso el número 1 == Tse ilama integral de Lebesgue, extendi- 
da a Е. respecto de la función j (х) y se denota con el símbolo 


f лоза. 
Е 

Detengámonos en algunas propiedades de las sumas superiores 
ө inferiores y de las integrales superiores е inferiores de Lebesgue, 

Convengamos en llamar la partición 7* = {ЕТ} ү rejino de la 
portición T = {Er}, si рага cualquier número £ (i сазе ИЙ 
oxiste un número ~ (г) que satisface las desigualdades 1< v (1) < п, 
y que es de tal índole que Æ? esté contenido en Ё, (y). 

El número v (i) puede resultar un mismo para diferentes núme- 
ros £, соп la particularidad de que la suma do conjuntos Е tomada 
respecto do todos los números ї, para los cuales v (i) es igual a un 
mismo número К, equivale. obviamente, al conjunto Ka. es decir, 


Е{=Е,. (8.23) 


М 

Además, pongámonos de acuerdo llamar la partición 7 = (1) 
producto de las particiones 7, = (Ep) y 1, = (LP), si T se 
compone de los conjuntos Е; que representan las inlerseccionos de 
toda clase de pares de conjuntos E$ y E, es decir, si cada £; ев 
igual a Ё f Ef. siendo agotadas todas las combinaciones posi- 
bles de los números p уф. 

Es evidente que el producto 7 de dos particiones 7, y 7, es un 
refino de cada una de las particiones 7, y 7, (соп la particularidad 
de que cualquier otra partición de 7 que fuera un refino Lanto de 7%, 


como de Ту, es, а su vez. refino de 7). 


ат 
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Son válidas las siguientes propiedades «e las sumas superiores 
e inferiores y de las integrales superiores e inferiores. 

1°. Si la partición T* es un refino de la partición T, se tiene s 

аө, нбр 

DENOSTRAGIÓN. Demos la demostración para Jas sumas superiores 
(рага Jas sumas, inferiores la demostración es sumamente análoga) 


Sea 79 = (ETT ү un refino de la partición 7 Vias y seon Mi 
la cota superior exacta de f (х) sobre el conjunto £? {i = 1,2,...,т) 
УМ, la cota superior exacta (е f (ж) sobre el conjunto (e 


n) 

Por definición do refino, existo, para cada número i (t = 1, 2... 
тї), nn número correspondiente v (6) quo satisface las desigual 
dados {С у (9< n. y que es de tal indole que Æ? esté contenido en 
E, o», con la particularidad de quo ln suma de conjuntos Æ} tomada 
roxpecto de todos los números f, para los cuales v (2) os igual a un 
mismo número k, satisface la igualdad (8.23). Diremos en adición 
que para todos los námeros, í, para los cuales v (i) equivale a un mis- 
mo número /, resulta válida una de naldad 

Тє М, (8.24) 

(pues, la cota superior exacta sobre un subconjunto no sobrepasa la 
cota superior exacta en Lodo el conjunto) 

De la defii ¡ón de la suma superior y de las relaciones (8.23) 
y (8.24) llegamos a que 1) 
Ў anen- Ў |2 мат 


у=! 


Sin 


<a enla 12 я 
= È M 2 ET |= 2 1А 52 

2. Para dos particiones sumamente arbitrartas Ту y T, se verifica 
la desigualdad ут, < Sr, 

DEMOSTRACIÓN. Sea 7 un producto de las particiones 7, y Ta Por 
cuanto Ê os un refino de cada una de las particiones Ту y Ta, se veri- 
fican, en virtud de la propiedad 1°, las desigualdades 

гр. S¿<Sr,- (8.25) 
De las desigualdades (8.25) y (8. 2 so deduce que sr, < 51, 

3”. Las integrales superior e inferior de Lebesgue están n entrelazadas 
mediante una relación IKT. 

DEMOSTRACION. Fijemos una partición arbitraria Ty. Ya que 
para cualquier partición 7, es válida, en virtud de la propiedad 2° 

1) Aquí se tiene en cuonta que de (8.23) y de lo que los conjuntos А7 son 
disjuntos dos a dos, se deduce, en virtud del teorema 8.8, que D I&i- 


ма 
= 1з! 
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la desigualdad эт, < Sr, el número Sy, será una de las cotas ѕпре- 
riores del conjunto tr) de todas las sumas inforioros, y. por tanto, 
la cota superior exacta Г del conjunto citado satisface la desigualdad 
IS, Sy, Siendo válida la última desigualdad para la partición 
arbitraria Ту, el número 1 será una de las cotas inferiores del conjunto 
(Sr,) de todas las sumas superiores, y, por tanto, la cota inferior 
exacta Т del conjunto citado satisface la condición I< T. 

Corolario. Toda función integrable según Riemann es integrable 
según Lebesgue, con la particularidad de que las integrales de Lebesgue 
y de Riemann respecto de tal función coinciden. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que 7 (2) es integrable en Æ = fa, bl 
según Riemann (y, por consiguiente, es acotada en este segmento). 
Al designar, para esta función. por los símbolos / e 7 las integrales 
inferior y superior de Lebesgue у por los símbolos fp e Ty, las inte- 


grales inferior y superior de Darboux (véase cap. £. у. 11) obtendremos 
Тах siguientes ` desigualdades ') 


Te Ta (8.26) 


Ln 


Si una funcion es integrable según Riemann, pata ella La = To 


„1 = Т, es decir, dicha función es 


integrable según Lebesgue. aún. cuando Ip += Fp, de (8.26) 
se deducen las igualdades Ip = L = 7 = [po es decir, se deduce la 
coincidencia de las integrales de Riemann y de Lebesgue, pues, la 
primero de estas integrales es igual al número Zp - Tp. y la segunda, 


al número 1 = 7. 

En el punto siguiente demostraremos que la etase de funciones 
integrables según Lebesgue es más amplia que la de Ínnciones inte- 
grables según Riemann. Se aclara, además, que resulta conveniente 
introducir funciones medible: 

2. Clase de funciones acotadas integrables según Lebesg 
tremos ol siguiente teorema fundamental. 

Teorema 8.16. Cualquiera que sea un conjunto medible de medula 
Jinita E, toda función ў (т), acotada y medible sobre E, es integrable от 
dicho conjunto. 

DEMOSTRACIÓN. Construyamos una partición especial del conjunto 
£., Mamada lebesguiana. Al denotar con ЛГ у m Jus colas ex 
1 (х) sobre el conjunto Æ. dividamos un segmento [т, M}, con 
de los puntos m <...< Yu © M. еп los segino 
tos parciales ly» +- п) y denotemos con 8 la long 


y por tanto, en virtud de (8.2 


‚ Demos- 


1) Pues, cualquier parti Е == (а, Ы] on segmentos parciales se incluyo 
en la clase de particiones del conjunto Æ en el sentido de Lebesgno. 
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tud del máximo de estos segmentos, es decir, pongamos 
б = а (ик — ука). 


AZ 
Llamemos partición lebesguiana del conjunto Æ a una partición T = 
= {Erk en la cual Ё, = Ely S fS yal, Er = E lyra << 
< Yal рата К - 2,3, ...,n. 

Sean Sy y sy las sumas superior e inferior, correspondientes a la 
partición lebesguiana, que se denominan sumas lebesguianas supe- 
rior e inferior. Notemos que рага todo número k (k=1,2,..., n) 
son válidas las desigualdades 

Yna L MS MS уь, (8.27) 
en las cualos con Ma y my están designadas las cotas exactas de f (2) 
sobre un conjunto parcial Z}. Multiplicando las desigualdades (8.27) 
por la medida | Æ, | de) conjunto Е, y al sumarlas, después, respecto 
de todos los números Д += 1, 2. + n, tendremos 


Y увы. 
y, Y 1 En 


ES 


De las desigualdades obtenidas concluimos que 
О Sp—s ч 


GA mEn У ns 1 En 
Por cuanto las desigualdades sy < Z< [S Sy se verifican parn 
cualquier partición 7, de (8.28) obtendremos 
0<T—-I<8|F|. (R 29) 

Va que 5>0 puede elegirse arbitrariamente pequeño, de (8.20) 
proviene que Г — T. El teorema está demostrado. 

ousorvación 1 En el complemento 2 a este capítulo se demostrará 
que la mensurabilidad de una función / (2), acotada sobre un conjun- 
to modible Ё, os no sólo una condición suficiente, sino también 
necesaria, de integrabilidad de esta función según Lobesgue en cl 
conjunto Е. 

OBSERVACIÓN 2 Sea En (k = + п) un elemento arbitrario 
de un conjunto parcial Æ, de la partición lebesguiana 7. Una suma 


y 0 Ва) ТЕЬ ZOEN 15.28) 


оф. = Si /( )-| Es | se denominará suma integral le- 


=, 
besguiana de la función f (z). Por cuanto, siendo arbitraria la elección 
de los puntos E, sobre los conjuntos Е,, dicha suma está encerrada 
entre las sumas inferior y superior de la correspondiente partición 
lebesguiana 7, de la desigualdad (8.28) proviene que O (Ey, /) 
(¡unto con Sy y sp) tiende, рага $ 0, hacia la integral de Lebosgue 


I=T= (70) dz. 
E 
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3. Propiedades de la integral de Lebesgue de una función acotada 
4°: { 1d |F]. 


È 
Para demostrar, es suficiente notar que para una función f (2) = 
= 1 tanto la suma superior. como la interior de exalquier partición T 
del conjunto E es igual a |Æ |. 
2. Si una función f (т) es acotada e integrable sobre un conjunto E 
de medida finita y а es un número real, la función [a.f (2)1 también 
será integrable sobre el conjunto E. con la particularidad de que 


$ læ-f (zdz =a: | уб) dz. (8.30) 
Ё E 

LEMUSTIACIÓN. Denotemos, para una partición atbitraria 7 => 
= (Er) del conjunto Æ, las sumas superior e inferior de la función 
1 (ж) соп los símbolos Sy y в; las sumas superior e inferior de lo 
función [9-7 (2) denotemos con los símbolos SP? y 597. Entonces, es 
evidente que 


spa кз para O, a ES para ос» 0 


asr рата 220, “" a-Sp para a< 0. 
Si designamos por 7 e / las integrales superior e inferior de la fun- 
ción / (т), y con F e JT, las integrales superior e inferior de la función 
[2-1 (2)), entonces, de (8.34) proviene que 


5 a.T para 0, 
тә = 
aI para а «20, 


(8.31) 


Por ser / (z) integrable, se verifica la desigualdad 
1=T=| (2) dz, 
È 


y рог eso, de las desigualdades (8.32) se deduce que para @ cualquiera 


Тео [в®%= т. fdr. 
2 
listo significa precisamente que la integral on el primer miembro de 
(8.30) existe y que se verifica la igualdad (8.30). 

3%, Si cada una de las funciones ў, (2) y Ja (т) es acotada е integrable 
sobre un conjunto de medida finita E. la suma de estas funciones 
Uf, (2) + fa (2)] es también integrable en el conjunto E, con la partt- 
cularidad de que 


ўлса} nc) d+] йй. О уз 


E E i 
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Demostración. Pongamos f (т) => f, (х) 4 Ja (2), y sea Y {En} 
una partición arbitraria del conjunto Æ. Denotemos para la tunción 
7 (2) las cotas exactas sobre un conjunto parcial E, con Ma y my; las 
sumas superior e inferior de la partición 7, con 5. y sy; las integrales 
superior e inferior de Lebesgue, mediante F e Z, Las magnitudes 
análogas para las funciones f; (2) y 7, (2) se denotarán con los mismos 
símbolos que se han usado рага 7 (2). mas con los índices (1) y (2) 
rospectivamente. 

Notemos que la cota superior exacta (inferior exacta) de la suma no 
essuperior (no es ілјегіог) а la suma de cotas superiores exactas (inferio- 
res exactas) de los sumandos. Do aquí se deduce que para cualquier 
número k 


тт «с т SMS А0 А2, 
y, por consiguiente, para cualquier partición 7 
eE ES SPSE 
De las últimas desigualdades proviene, a su vez, que 


104 гө < 1 Т <ТФ+7®. (8.34) 
Por cuanto (en virtud de que /, (2) y fa (т) son integrables) 
10 fon {л (2) dz, 19 = ГӘ -= { 1,00) ах, 
Ё E 


de (8.34) rosulta que 
1=1-= $ Һа) de + fron 


È 
Esto significa precisamente que Ja integral en el primer miembro de 
(8.33) existe y que se verifica la igualdad (8.33). 

Corolario, Inmediatamente de 2° y 3° «е deduce la propiedad lineal 
de la integral: si cada una de las funciones f, (т) y fa (т) es acotada 
е integrable sobre un conjunto de medida finita E, y sta y B son unos 
números reales arbitrarios, la función la-f, (1) + P-fa (2) será inte- 
grable en E, con la particularidad de que 


| кел 9. аса | һ (д) dz + B-f ja (0 az. 
Е Е к 
4%. Si una јипсібп f (х) es acotada e integrable sobre cada uno de los 
conjuntos disjuntos E, y Е. de medida finita, la función f (х) será integra- 
ble también sobre la suma E de los conjuntos E, у E,, con la parti- 
culoridad de que 


AS = Jima: + флаг. (8.35) 
Ё А ГА 


$ 4 Integral de Lebesgue 265 


Esta propiedad se llama, de ordinario, aditividad de la integral. 
DEMOSTRACION. Notemos que la unión de una partición arbitraria Тү 
del conjunto E, y de wna partición arbitraria 7, del conjunto Æa 
forma una partición 7 del conjunto Е = Æ, U Ё,. Denotemos las 
sumas superiores de / (т), correspondientes a las particiones Тү, Т» 
7 7. соп Sr, Sr, y Sy. respectivamente, y las sumas inferiores de 
Í (z), correspondientes a las particiones 73, Pas y Т, соп Sro Sr У Srs 
respectivamente. Entonces, evidentemente. 
Sp = Sr, + Sra Sr = Sr, + Sr, (8.36) 
Denotemos las integrales superior e inferior de la función f (2) 
sobre el conjunto E, con 7% y 7; sobre el conjunto £s, con Т®е Г®, 


y sobre el conjunto E, con Te Z. 

A partir de las igualdados (8.36) y de lo que la cota superior exacta 
(inferior exacta) de la suma no es superior (no es inferior) a la suma 
dle cotas superiores exactas (inferiores exactas) de los swuundos 
concluimos que 


104 1915 Тє Го + Го (8.37) 


l'or cuanto (debido a que / (2) es integrable sobre Æi y А) 10 = 


ы a Idr, Пе ТӘ = Гле аг, de (8,37) obtenemos 
) Š 
й Їл) ат + і уба) de. 
ё, y 


Esto significa precisamente que la intogral en с) primer miembro 
5.35) existe y que se verifica la igualdad (8.35). 

Si cada una de las funciones } (2) y 1, (2) es acotada e in- 
tegrable sobre un conjunto de medida finila E, y se en cada punto 


de dicho conjunto |у (2) > fs (х). entonces 


| ndeza | ar. (8.38) 
È ? 


rmostrAcióN. Por cuanto todas las sumas inferiores de la función 
F (a) = fa (к) — fa (2) som no negativas, resulta que 7> 0. De aquí 


se deduce que { F (2) dz — {л la) dz — f fate) dz > 0 (la 


E E 
existencia de esta integral y la igualdad escrita se deducen de la 
propiedad lineal ya demostrada). Con ello queda demostrada (8.58). 

Integral de Lebesgue de una función no acotada y no negativa. 
Sus “propiedades. Ahora pasamos a la definición de integral de 
besgue para el caso en que una función medible / (т) no es acotada 
Convengamos en considerar, al principio, que f (£) 22 О en todo punto del 
conjunto de medida finita E. 
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Pongamos para cualquier N => 0: 


(дк (2) = min (А7, D), (8.39 
Is (N= | eta dz. (8.40) 
р 


Notemos que para enalquier función / (2), medible sobre un conjunto 
Е, la función (8.39) será también medible 1) y, por eso, la integral 
(8.40) oxiste. Indiquemos, además, que de (8.39) y (8.40) se deduce 
que Г, ($) va creciendo cuando N «aumenta. 

Definición. Si existe un límite finito 1y (f) para N—> оо, la 
función f (2) recibe el nombre de función sumable (según Lebesgue) 
sobre un conjunto F, y el límite mencionado se Пата integral de la 
función f (z) estendida al conjunto F y se designa por el simbolo 


{ Fa) dæ. 
ғ 


Así pues, por definición 


az lim у) 
E ырак 


Cerciorémonos de que si una función 1 (2). no negativa sobre el 
conjunto E. es sumable en dicho conjunto, la función f (2) puede tender 
a | со sólo en un subconjunto de E de medida cero. En efecto, ponga- 
mos Fy = E [f == == col y tengamos en cuenta que de (8.40) y (8.30) 
se deduce (en virtud de las propiedades 4° y 5° del punto anterior) 
una cadena de desigualdades 


ШЕ 


Ix (N= | Mode > | Ox di > Var 


т Ё, Es 


Pero, de la desigualdad 7 (022 N | Б | proviene que la suposición 
de | Е, | > 0 lovaría a lo que lim Zy (f) sea igual a =- оо. 
x 


Añadamos que toda función f (х) es sumable sobre un conjunto de 
medida cero (esto es evidente). 

Al tratar de aclarar las propiedades generales de las funciones 
sumablos, notemos, ante todo, que para las funciones sumables по 
negativas quedan vigentes las propiedades 2?--5° establecidas en el 
punto antecedente para las funciones inlegrables acotadas %). 

Demos a conocer, a título de ejemplo, la demostración de la pro- 
piedad 3°. De (8.39) se deducen inmodiatomente las siguientes desi- 


1) Pues, para todo а real sorá medible el conjunto [у >al > 
El/>a] para a< М. 

conjunto vacío para a> №. 

3) La constante œ en la propiedad 2° Мере <er en este caso no negativa 
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gualdades: 
Mira @) + Ud DS (А + fds DS ()х(®) + (ada (2) 


que se cumplen para cualquier № > 0 on todo punto г del conjunto 
Е. Integrando estas desigualdades en el conjunto Æ 1), llegaremos 
a estublecer la propiedad 3° para las funciones sumables no negativas 
arbitrariamente elegidas fi у /, 

La demostración de las demás propiedades 2°——5° para tales fun- 
ciones dejamos al cargo del lector. 

Aclaremos, ahora, dos propiedades fundamentales más de las 
funciones sumubles по negativas arbitrariamente olegidas. 

Teorema 8.17 . (aditividad completa). Supongamos que un conjunto 
E es una suma de un número numerable de conjuntos medibles dis- 


Juntos de dos en dos E, , es decir, Е =й E». En tal caso serán válidas 
Y 


dos afirmaciones. 

І. Si una función no negativa f (x) es sumable sobre el conjunto E 
será sumable también sobre cada uno de los conjuntos By, con la particu: 
laridad de que se verifica la igualdad 


лои Š (az (8.41) 

F © 
1). Si una función | (г), no negativa sobre el conjunto Е, es suma- 
ble en cada conjunto E, y st la serie en el segundo miembro de (8.41) 
es convergente, la función f (x) será sumable también sobre E, y para ella 

se verifica la igualdad (5.24). 

DEMOSTRACION. 1) Demostremos, primero, los teoremas 1 y Il 
para una función integrable / (т) no negativa y acotada. Supongamos 
que eviste una constante M tal que f (2) < Af en lodo punto de Æ 


Pongamos Ry = У E, y notemos que, en virtud del teorema 8.8. 
жп 


IHl D lE 


rín 


—- 0 (para n— оо). Pero, en esto caso, en virtud 


de las propiedades 4. 5° y 4°. 


{оа У {лаа { 16) аз = 
+ ñ 


rt Ër 


$ dz- M 18,0 
я, 


(puta n= оо). La última relación demuestra los teoremas 1 y I para 
el caso de una función integrable acotada. 


y Aprovechamos los propiedades 5? y 3? para los functunes acotadlas into- 
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2) Ahora demostremos el teorema 1 para woa función sumable 
€ integrable arbitrariamente elegida. La sumabilidad de f(x) en 


сайа Ey se deduce directamente do la desigualdad | (Py (2) dr< 
En 
< | (Эх (2) de y de lo que la integral en el primer miembro de 
£ 
ésta no decrece respecto de №. Resta por probar la igualdad (8.41) 


Con ayuda de lo demostrado еп el p. 1) y de la desigualdad (7) y (т) 
< / (7) obtenemos 


{ Фм оа = X | ara Y {уа (8.52) 


ї ээй, ha E 


А! pasar en la última igualdad al límite para N—= оо, lendromos 


| redra У | a. 8-43) 
k көй, 


Por otra parte, en virtud de las propiedades demostradas en el punto 
anterior. para enalquier número m 


f Ordr- У | Metodo > Y | Mea as, 
і кай, көй, 
y haciendo tender єп la última desigualdad. primero. Nu a, 


y, luego, т a оо, obtendremos una desigualdad 


{лде > Y | tía, 
Ё 


hat Ey, 


la cual demuestra, junto con (8.43), la ignaldad (8.41). 

3) Por fin, demostremos el teorema 11 para эпи función sumable 
по negativa arbitrariamente elegida. Notemos que resulta suficiente 
demostrar sólo la sumabilidad de f (z) sobre un conjunto Æ (pues, la 
igualdad (8.41) se deducirá en este caso del teorema Ї ya demostrado). 

Mas, la sumabilidad de / (т) en E se deduce inmediatamente de la 
desigualdad (8.42) y de lo que la serie en el segundo miembro de esta 
desigualdad es convergente. El teorema está completamente demos- 
trado. 

Teorema 8.18. (continuidad absoluta de una integral). Si una 
función } (ж) es no negativa y sumable sobre un conjunto E, existe, 
para cualquier e positivo, un número positivo 6 tal que, cualquiera que 
sea un subconjunto sumable e del conjunto E con la medida | e | inferior 
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а 6. se verifique la desigualdad 
ў уб) йз < в. 


DKMOSTRACION 1) Supongamos al principio que la función по 
negativa f (2) es acotada, os decir, existe tal M que / (1) < M. Enton- 
ces (en virtud ile las propiedades establecidas en el punto ante- 
codonte) 


$ 1 (2) de 


$ йк = М || <MB<e, para 6 <p. 


2) Demostremos, ahora, el toorema pura una función arbitrario 
Г (2), no negativa y sumable. Al fijar arbitrariamento e > 0, podemos 
elogir (en virtud de la definición do sumabilidad) N = N (e) tal que 


UU (ma <<. (8.44) 


» 
Con ayuda de (8.44) y de la desigualdad (fy) (2) < N obtendremos 
[AE ае Medid + [Moo i N G dr 


FHN- Jel сфе, 
siempre que 6 < e/2N (e). El teorema está domostrado. 
Indiquemos en adición dos propiedades más que son válidas охеш- 
sivamente para las funciones sumables no negativas. 
Condición bajo la cual una јипсібп sumable no negativa es equiva- 
lente a cero. Si una función f(x) es no negativa, medible y sumable sobre 


un conjunto E, y si una integral f 1 (2) dz es nula. la función f (2) 


è 
será equivalente а cero idéntico sobre el conjunto К. 

DuMOSTRACION Basta probar que la medida dol conjunto Æ [f > 01 
es ignal a cero. Primero, cerciorémonos de que рага todo a >Ú es 
igual a cero la medida del conjunto E, = Æ [f > al. En efecto, si 
1а medida | E, | fuera positiva, se obtondría una desigualdad 


| FQ) dz > | f(a) dz т> а, 2-0, que contradice la condición de 

E E, 

que sea | ла) dz =0. Ahora resta notar que se verifica la igual- 
Ё 


Чай Elf>0]= U Elf :> 1/8], de la cual proviene que |E [f 2> 0]| < 
ЕЯ 


= Y EY >1/H1=0. 


7 
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Criterio mayorante de sumabilidad de una Junción medible no nega- 
tiva. Si una función f, (x) es no negativa y sumable sobre un conjunto E. 
y la función J, (x) es sumable en E. y si en todo punto de E se verifica 
la desigualdad |, (1) < fa (2). entonces la función f (ту vs también 
sumable sobre E. 

DEMOSTRACIÓN Basta notar que 


[rta < | ura s | nerde 
k E E 
y tomar en consideración que la integral en el primer miembro de la 
última desigualdad es una función no decreciente de А 
5. Integral de Lebesgue de una función no acotada de signo arbi- 
trario. Supongamos que una función medible 7 (х) no es. en el caso 
general, acotada sobre un conjunto Æ y toma en dicho conjunto Jas 
valores. Пе signos cualesquicra. 
Introduzcamos en el análisis dos funciones по negativas 


169 WIDE) y FO (/(х)|—/ (0). 


la primera de las cuales, у? (z), coincide con / (x) sobre el conjun- 
to Elf 0) y es nula sobre el conjunto Æ [7 << Ol, mientras que la 
segunda función, /- (x), coincide con —f (х) sobre el conjunto / tf < 
< 01у es nula sobre el conjunto Æ [7 2> 0). Es evidente que 7* (с) + 
FA (у= 101 /* (ж) — jo (т) = / (т). 

Definición. Una función f (т) se denomina sumable sobre el con- 
Junto E, si en dicho conjunto es sumable cada una de las funciones nu 
negativas f* (x) y Р). En este caso la diferencia entre las integrales 


$ J* (a) de — | 75 (2) de se denomina integral de Lebesgue de la fun- 


E 


ción f (т) en el conjunto E y se designa por el simbolo f Fo) dx. 
£ 
Así pues, por definición 
{лаа = | f (jdr { Piede. (8.45) 
Е Е Е 


En lugar del término «función sumable» se usa frecuentemente el 
término «función integrable». 

Una colección de todas las funciones sumables sobre el conjun- 
to Æ se denota, corrientemente, por el símbolo 2, (E) o LI (E). La 
notación f (т) € L (Е) significa que f (z) pertenece a la clase / (E). 
es decir, es medible y sumable sobre el conjunto 4. 

Subrayemos que una función f (z), sumable sobre el conjunto E, 
es sumable en E cuando, у sólo cuando, es sumable en E la función: 


17 (2) l- 
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En efecto, si f (х) es sumable en Æ, entonces. por definición, 
cada una de las funciones f* (2) y f- (т) es sumable en E, y, por con- 
siguiente, la suma de las funciones mencionadas f* (=) y f~ (2), que 
es igual a [7 (т) |, será sumable en Æ. En cambio, si la función 
17 (2) | es sumable en el conjunto Æ, la mensurabilidad en Æ de cada 
una de las funciones /* (2) y f~ (z), como también las desigualdades 
1* < | f (2) 1, /7 (ж) 17 (т) | predeterminan (en virtud del cri- 
terio mayorante de sumabilidad de una función medible по negativa 
(véase el fin del punto antecedente), que tanto }* (x), como 77 (z), 
son sumables en Æ, y esto deja constancia de que la función f (2) 
es sumable en el conjunto Е. 

De este modo, para la integral de Lebesgue (a diferencia de la 
integral de Riemaun), la integrabilidad de nna función f (т) es equiva- 
lente а la de | f (2) |. 

Pasemos a la cuestión de propiedades de las funciones sumables 
arbitrarias. 

Notemos en seguida gue pora las funciones sumables arbitrarias 
son válidas las propiedades 2°—5°, establecidas en el p. З para las 
funciones acotadas integrables, y en el p. 4, para funciones sumables 
no negativas. La validez de las propiedades citadas para las funcio- 
nes sumables arbitrarias so deduce inmediatamente de la igual- 
dad (8.45) y de la validez de las propiedades mencionadas para las 
funciones sumables no negativas. 

Por fin, para las funciones sumables arbitrarias quedan en vigor 
las propiedades de aditividad completa y continuidad absoluta do la 
integral de Lebesgue (la demostración de estas propiedades para las 
funciones sumables no negativas ha constituido el contenido ile los 
teoremas 8.17 y 8.18 del punto anterior). Aduzcamos la formnlación 
y breves indicaciones referentes a la demostración de las propieda- 
des mencionadas. 

Teorema 8.17* (propiedad de aditividad completa). Supongamos 
que un conjunto E es una suma de un número numerable de conjuntos 


medibles disjuntos de dos en dos Еһ, es decir, Е = U En. Entonces, 
ка 


зоп válidas las siguientes dos afirmaciones. 
Si una función f (т) es sumable sobre un conjunto E, será también 
sumable en cada conjunto En, con la particularidad de que se verifica 
la igualdad (8.41). 
Y). Si una función f (1) es medible y sumable en cada conjunto E. 
у м converge una serie 


їм» 


$ I ldz 
E 


> 


] (2) será sumable en el conjunto E y se verifica la igualdad (8.41). 
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Con cl fin de demostrar el teorema I, basta aplicar el teorema 8.17, 
1 a las Suncionos no negativas /* (2) y /7 (x) y aprovochar la igual- 
slad (8.45). 

Cou el fin de demostrar el teorema 11. basta tomar en considera- 
ción que la función f (x) es sumable en Æ. debido al teorema 8.17, 11 
Mas, en este caso / (2) es también sumable en Æ y, en virtud del teore- 
ma T ya demostrado, se verifica la igualdad (8.48). 

Teorema .18* (propiedad de continuidad absoluta de la integral). 
Si una función f (x) es sumable sobre un conjunto E, existe, para cual 
quier + positivo. un número positivo $ tal que, cualquiera que seo un 
subconjunto е del conjunto E cuya medida | e | sea inferior a 6 se veri- 


пса una desigualdad | ў; (ш) а |< e 


Para la demostración basta aplicar el teorema 8.18 a una fun- 
ción no negativa |/(2)] y aprovechar la desigualdad | $ toasa 


< f de. 


6. Paso límite bajo el signo de la integral de Lebesgue. 

Definición. Diremus que una sucesión de funciones {fy (x)}, suma- 
bles sobre un conjunto F. converge hacia una función ў (2) еп L (E), 
sumable sobre el mismo conjunto, st 


lím { Un (2) —/(х)| dr =0 (3.40) 
naw Y 
La convergencia de la sucesión (/, (20) en £ (£) asegura la posi- 


bilidad de integrar término a término la sucesión (f, (2) sobro el 
conjunto E, pues, de (8.46) so desprende que ш $ Ín (a) de = 
“= 2 


„м 


Obsorvemos que sí una subsucesión de funciones {fn (2)), medibles 
y sumables sobre el conjunto E. converge hacia una función f (т) en 
А (E). medible у sumable en Е. entonces (1, (x)) es convergente también 
en medida hacia f (2) sobre E. 
Efectivamente, al fijar un ғ >0 arbitrario y al denotar con £n 
un conjunto Æ [|f — fn | > el. tendremos 


АЕ СЕЕ АГЕ 
E 


En 


de suerte que de (8.46) proviene que | En |—> 0, cuando п 00. 
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Así pues, la convergencia en medida sobre Æ es más débil que la 
convergencia en А (E) (y. según lo demostrado más arriba, más débil 
que la convergencia casi en todo punto de £). 

Demostremos, no obstante, admitidas unas suposiciones adicio- 
nales que, de la convergencia оп medida sobre E se deducirá la con- 
vergencia en L (Е). 

Teorema 8.19 (de Lebesgue). Si una sucesión de funciones fn (2), 
medibles sobre un conjunto E. converge en medida en E hacia una fun- 
ción f (z) medible sobre E, y si eziste una función F (2), sumable sobre el 
conjunto Е. tal que para todos los números n y casi todos р los puntos 
de E se cumple la desigualdad | fn (2) |< F (х), entonces la sucesión 
{fn (2)) converge hacia j (х) en L (Е). 

DEMOSTRACIÓN. Cerciorémonos, primero, de que la función límite 
1 (x) satisface casi en todo punto de Æ la desigualdad |f (z) |< 
< F (2). Del teorema 8.15 se deduce que en la sucesión {fn (2)) puede 
elegirse uva subsucesión (fx (2) (Æ = 1, 2, . . .) que sea convergen- 
te hacia f (z) casi en todo punto de Æ. Pasando on la desigualdad 
| fnn (®) [< £ (2) al límite para k 00, llegaremos a que | f (2) |< 
< F (2) para casi todos los puntos de Æ. De la desigualdad demostra- 
da y dol criterio mayorante de sumabilidad de una función mediblo 
no negativa (véase ol fin del p. 4) proviene que f (z) es sumable en E. 

Al fijar un e с> 0 arbitrario y al designar соп £, un conjunto 
Ellf—fn | > el, tondremos 1) 


ЧАС \ hadet {Р h 1 ае 


b ESA 


<2 { F (х)ах--е| El. 
En 
Esta dosigualdad y la arbitrariedad de e > 0 permiten constatar que 
рага establecer la convergencia de {fn (2)} hacia f (т) en L (E), 


basta demostrar que lím $ F (2) dz = 0, pero esto se deduce 


inmediatamente del teorema 8.18* sobro la continuidad absoluta de 
la integral y de lo que, por hipótesis | E, |— 0, cuando n— оо. E 
teorema está demostrado. 

Corolario (teorema de Lebesgue sobre el paso límite bajo el 
signo de integral). Si una sucesión de funciones (fn (2)}, medibles 
sobre el conjunto E, converge casi en todo punto de E hacia una función 
límite f (а), y si existe una función F (z), sumable en el conjunto E, tal 
que para todos los números n y casi todos los puntos de E se cumple la 


1) Tenemos presente en este caso que |f, (z) — f (=) |< 22 (z) casi en 
todo punto өп Г. 


18309 
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desigualdod | fa (ж) |< F (2), entonces f (т) es sumable sobre E у 


lím { Һа) т = | f(x) de. (8.47) 
-> y ғ 


DEMOSTRACION. Del teorema 8.13 se deduce la mensurabilidad 
de f (x) sobre el conjunto Æ. Ahora basta notar que de la convergen- 
cia casi en todo punto de Æ proviene (en virtud del teorema 8.14) 
convergencia en medida sobre Æ, y, además, aplicar el teorema 8.19. 

Teorema 8.20 (teorema de B. Levi). Supongamos que cada función 
fn (x) es medible y sumable sobre el conjunto E, y que para todos los 
números n y para casi todos los puntos del conjunto E se cumple una 
desigualdad fn (х) fn+x (2). Supongamos, además, que existe una 
constante M tal que para todos los números n se cumple la desigualdad 


| /„ (2) de | < M. Entonces, para cast todos los puntos z del con- 


Е 
junto Е existe un límite finito lím fn (с) = f (z), con la parti- 


cularidad de que la función límite f (x) es sumable sobre el conjunto E 
y se verifica la igualdad (8.47). 

DEMOSTRACION Sin perder la generalidad de los razonamientos, 
podemos considerar que todas las f, (z) son no negativas en casi 
todo punto de E (de lo contrario, en Ingar de f (х) tomaríamos fun- 
ciones no negativas gn (т) = fn (т) —f, (2). Por cuanto la sucesión 
{fn (ж)} no decrece casi en todo punto do E, queda definida casi en 
todos los puntos de E la función f (т) que toma en estos puntos o bien 
valores finitos, o bien valores iguales a + оо. Si demostramos que 
dicha función límite es sumable sobre el conjunto Æ, esto será un 
indicio do que f (z) tiene casi en todo punto de E valores finitos, es 
decir, un indicio йо que la sucesión (f, (z)} es convergente hacia 
$ (2) casi en todo punto de Е. De aquí y de la desigualdad /„ (х) < 
< f (x) (casi en todo punto de E) se deducirá, en virtud del corolario 
en el toorema antecedente, la igualdad (8.47). 

Así pues, para demostrar el teorema, basta establecer la sumabi- 
lidad de la función límite f (т) sobre el conjunto Е. 

Observemos quo para cualquier Y > 0 una sucesión 1) (Gn) у (2) 
converge hacia (f) y (т) casi en todo punto de E, con la particularidad 
de que la función acotada (f) y (2) es sumable en E y la desigualdad 
@һ)у (0) (fx (т) queda válida para todos los números п y рага 
casi todos los puntos de E. 


1) Recordemos que para todo N > 0 y para cada función F (2) suponemos 
(Юу (9 = mín (А, Р (9). 
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Esto asegura la aplicación а la sucesión {(/„) y (2)) del corolario 
del teorema antecedente, en virtud del cual 


lim | (ы) б) d2= | (My (2) dz. 
dd Е 
De esta relación y de la desigualdad 1) 


| aaz (фә de 
È 
concluimos que 


lím $ 4n б) аг [Ox (2) dz, 
че} 


у, por cuanto È f, (z) 2 М para todos los números п, resulta 


que también 


| Oy (a) dz «с М. (8.48) 
Ё 


De la desigualdad (8.48) y del hecho de que la integral еп el primer 
miembro de esta igualdad no decrece por / se deduce la existencia 
de un límite 


lím j Uy (2) dz, 
Ж, 


lo cual significa precisamente que ў (2) es sumable sobro el conjun- 
to Æ. El teorema está demostrado. 
Enunciemos, ahora, el teorema 8.20 en términos de una serie 
funcional (en esta forma el teorema citado es de amplio uso). 
Si toda función un (x) es no negativa casi еп todo punto de E, suma- 
ble y medible en dicho conjunto, y si converge una serie 


Y { а, (0) dz 
a E 


será convergente casi en todo punto de E la serie 


Sto. (8.49) 


1) Esta desigualdad proviene de lo que (a)y (0) = mín (Y, /a (2). 
159 
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con la particularidad de que la suma $ (2) de la serie (8.49) es sumable 
sobre el conjunto E y satisface la condición 

{ 5(90:= У fun (2) dz. 

Ё ami 5 

Teorema 8.21 (teorema de Fatou). Si una subsucesión de funciones 

{fn (2), medibles y sumables sobre el conjunto E, converge en casi 
todo punto de E hacia una función límite f (х), y st existe una constan- 
te A tal que para todos los números n se verifica una desigualdad 


Ñ 17n 60) 1 dx А. la función límite f (а) será sumable sobre el con- 


Ё 
junto Е y para ella se cumple la desigualdad { Ho) ас А. 


Š 

DEMOSTRACION. Introduzcamos еп el análisis las funciones 

En (2) = inf | fa (e) 0) y notemos que cada función gn (т) es no 
En 


negativa у medible *) sobre el conjunto Æ y que la sucesión {g, (1)) 
no decrece sobre el conjunto E y para casi todos los puntos de Æ con- 
verge hacia | / (т) |. Además, en todo punto del conjunto Æ se cumple, 
para cualquier número m, una desigualdad 


8n (2S | fa (£) l> (8.50) 


de la cual se deduce (en virtud del criterio mayorante de sumabilidad 
de una función medible no negativa, véase el fin del p. 4) la sumabi- 
lidad de gn (т) sobre el conjunto E. Aplicando а la sucesión (gn (2)) 
el teorema 8.20, llegamos а que 


lim | g, (2) ас | 1702) ағ. (8.51) 
iat È 


Por cuanto para todo número n, en virtud de (8.50), $ En(2) de < 
Ё 


< 1 1а < А, de (8.51) obtenemos $ 16) ldr <A. El 
Ё È 
teorema está demostrado. 
7. Clases de Lebesgue І? (E). Recordemos que un espacio lineal 
R so llama normado, si se cumplen las siguientes dos exigencias: 
1) se conoce una regla, por cuyo intermedio a todo olemento ў del 
espacio R se le pone en correspondencia un número real llamado 


1) Esta notación significa que para Lodo > el valor de g, (z) es la cota supe- 
rior дала de los valoros 1 fa ©. | луы (E) ls 0 

La mensurabilidad de g, (2) en £ Se deduce del teorema 8.12 del párrafo 
anterior. 
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norma de dicho elemento y denotado con el símbolo || lig, 2) la 

citada regla satisface los siguientes tres axiomas: 

1. If lle > 0, si f 403). |} Па =0, si f = 0. ч 

Ту 1124 lle = | À | If lla para todo elemento f y todo número 
A 


rea. 
3°. Para cualesquiera dos elementos ў y g se verifica Ја así lama- 
da desigualdad triangular ||] +g ||к< || / lla + Па а 
Examinemos en el espacio normado lineal ? una sucesión arbi- 
traria de elementos {fn }. 
Definición 1. Una sucesión {fn } de elementos de un espacio normado 
lineal R se llama fundamental, si 


lim || fm — fa llr = 0. 
pa 
Definición 2. Suele decirse que una sucesión {fn } de elementos de un 


espacio normado lineal R converge en R hacia un elemento de este 
espacio f, st 


lm 1. = fil R = 0. 
пэ 
La convergencia de esta índole so denomina también convergencia 
en norma, o convergencia fuerte en R. 

Es fácil demostrar que toda sucesión de elementos (f,.) convergente 
en R es siempre fundamental. En efecto, si existe un elemento f tal 
que ||}„ — 7 lla—>0 para n= оо, de la desigualdad triangular 


lfm — fn Un Il fm — F в + 114 о ПА 
se deduce inmediatamento que 


lím П – Ја Ша =0. 

Е 
Surge, naturalmente, una cuestión de si es convergente еп R hacia 
cierto elemento f del espucio А toda sucesión fundamental de clemen- 
tos {fn}. 
Definición 3. Un espacio normado lineal R se llama completo, si 
toda sucesión fundamental de elementos {fn } del espacio R converge en R 
hacia cierto elemento f de este espucio. 

En este punto analicomos una clase importaute de espacios nor- 
mados lineales introducidos por Lebesgue y demostremos la completi- 
tud de estos espacios. 

Supongamos que un número real p satisface la condición de que 
p>1. 


2) 0 significa elemento nulo del espacio lineal Л. 


218 Cap. 8. Medida e integral de Lebesgue 


Definición 4. Diremos que una función f (r) pertenece a la clase 
(о espacio) L? (E), si la función ў (т) es medible sobre el conjunto Е, 
y la función | f (x) |?, sumable en dicho conjunto '). 
il convencerse de que la clase L” (E) os, para p> 1 cual- 
quiera, un espacio normado lineal, si introducimos en él una norma 
con ayuda de la relación 


Ле, = lifl -({ nar as)”. 


k 


La linealidad de tal espacio es obvia. No es difícil comprobar la 
validez de los axiomas 1°—3° de la definición de espacio normado. 
El axioma 1° se deduce inmediatamente de la hipótesis de equi- 
valencia a cero de la función sumable (véase el fin del p. 4). El 
axioma 2° es perfectamente evidente. El axioma 3° es ovidente para 
р = 1, y, cuando p > 1. proviene de la desigualdad de Minkowski 
establecida en el complemento al capítulo 1, у. П 3): 


(i понео)" (у педаг) kora) fy 
E Е È 
Demostremos, ahora, el siguionte teorema fundamental ?). 
Teorema 8.22. Para todo p> 1 el espacio L? (E) es completo. 
DEMOSTRACIÓN Sea {fn (z)} una sucesión fundamental arbitraria 
de elementos del espacio LP (Е). Pongamos 


En =sup |lfm— fally 
m>n 


(la cota superior exacta de la magnitud || fm — fn lp se toma por 
el conjunto de todos los m que satisfacen la desigualdad т >> n). 
Por ser {f„} una sucesión fundamental, resulta que e, — 0, cuando 
n= оо. De aquí se deduce que puede elegirse una subsucesión n, 
(k = 1, 2, . . .) tal que sea convergente una serie 4) 


1) No so distiuguirán en oste caso funciones equivalontes sobre el con- 
junto Е, considerándolas como un solo elemento de L" (Е). 

*) En el complemento aducido la dosigualdad de Minkowski se establece 
para el caso de lu integral de Riemann. Al tratar la integral de Lebesgue, basta 
establecer esta desigualdad sólo para las funciones acotadas / (z) y g (2), lo que 
se hace según el mismo esquema qne se aplicó оп el caso de la integral de Rio- 
mann (es suficiente examinar la partición lebesgurana del conjunto Е). 

5) En una forma especial (referente al así Hsmado sistema trigonométrico) 
este teorema fue demostrado en 1907 por Riezs е (wdependientomente do Kiezs) 
por Fisher. En 1909 Hermunn Weyl estableció que la conexión соп el sistema 
trigonométrico no era esencial y dio la formulación más general (рага р = 2) 
que ¡aquí presontamos. K 

4) Basta tomar tal s, que se verifique lu desigualdad ep, < 27А. 
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De la desigualdad de Hólder 1) establecida on el complemento 1 
del cap. 1, v. П, tenemos 


rosod s (f vera) ”-(\ кас 
і 


А È 
(o>1, а= 72-с). зе deduce que, cuando p>1, resulta 
$ Migas © — fm (IdE «© П, (0) 
È 


2- 
Ее өшү" Sem IEI P 
* 


De la última desigualdad y de lo que la serie (8.52) es convergente se 
deduce la convergencia de la serie 2) 
Y G laos (© — fm, (23) dz. (8.53) 
ай 
Teniendo presentes la convergencia de la serie (8.53) y el teore- 
ma 8.20 (véase la formulación de este teorema en términos de una 
serie). concluimos que casi en todo punto de Æ converge una serie 


$ Mm, 2) — fn (0), 
РА 
y, рог consiguiente, también una serio 
MDE D laga 0) — hy ON- 


Pero, esto es testimonio de que la k-ésima suma parcial de la serie 
citada, que es igual a f,,,, (2), converge сахі en todo punto de Æ 
hacia cierta función f (z). Ahora, por cuanto || fm (2) — fn, (т) П 
< em para cualquier número m y cualquier n, > т, y puesto que, 
paro k=» оо, [fm (2) —/n, (2)1> [fm (2) — f (2) casi en todo punto 
de E, entonces, de acuerdo con ol teorema de Fatou 8.21, || fm (х) — 
— f (к) llp< €m (para cualquier número т). y esto significa que la 
пеле {fm (2) } converge еп L? (E) hacia f (х). El teorema está demos- 
trado 


1) En el complemento aducido la desigualdad de Holdor se jestableco para 
la intogral de Riemann. Al tralaz la integral de Lebesgue, basta cstablecor esta 
desigualdad sólo para las funciones acotadas f (+) y g (т), lo que so hace según 
el mismo esquema que se aplicó para la integral de Riomana (es suficionte 
examinar la partición lebesguiona del conjunto Ё). 

2) Cuando р = 1, по Se debo aplicar la desigualdad de Holder, pues la serie 
(8.53! coincido con la (5.52. 
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8. Observaciones conelusivas. El punto central de la teoría de 
Lebesgue consiste en su carácter cerrado respecto de la operación de 
paso límite tanto en la teoría de los conjuntos medibles (teoremas 3.3 
y 8.8), como en la de funciones medibles (teorema 8.13) y, también, 
de la teoría de integral (teorema 8.22). 

Toda la exposición se realizaba para el caso de una sola variable. 
En el caso de п variables, el esquema de construcción de la teoría 
queda el mismo, mas por un conjunto de partida (principal) debe 
tomarse, el lugar del intervalo (a, b), un paralelepípedo n-dimensional 


А 

abierto |] (а, < z, < 0,) (para los números a, se admiten valo- 
жа 

res — оо, y para los números bp, valores +00). En ol caso n-dimen- 

sional de momento cualitativamente nuevo de la teoría sirve el así 

llamado teorema de Fubini sobre la reducción de una integral de 


Lebesgue n-múltiple a una integral reiterada de multiplicidad menor. 
No nos detendremos aquí en este teorema. 
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CONDICIÓN NECESARIA Y SUFICIENTE 
DE INTEGRABILIDAD 
SEGÚN RIEMANN 


Sin perdor la generalidad do nuestros razonamientos, exuminemos las fun- 
ciones definidas sobro el sogmento [0, 1]. Para cada función / (т) de esta indole 
introduzcamos las así llamadas funciones de Baire m (z) y M (2), que en cada 
punto z representan límites superior e inferior. respectivamente, en este punto 
do la función en consideración f (2) ). Así pues, por definición 


m()= Иш f(y) Ма) = Tm ft) 
yz vx 


Observemos quo las funciones do Baire pueden definirse también de un modo 
diferente: 


míz)= lim (inf f(9j, Mi= lim (sup (9). 
5-0+0 loya) baito logi) 


donde vg (z) vs un 6-entorno del punto z (en el caso de que z sea un punto limite 
de [0, 1], so deben tomar en Jugar de -entornos los ó-semientornos del punto z, 
dorecho o izquierdo, respectivamente). 
de Evidontemento, la función f (2) es continua en el punto ту cuando, y sólo cuan- 
‚ f (2o) = т (ко) = M (ду). 
Teorema 8.2%. Para que una función f (x) acotada sobre el segmento {0, 4} 


2) En el caso en que dentro de un entorno arbitrariamente pequeño del punto 
z la función f (2) по sea acotada inferiormente (superiormente), suponemos que 
el límite inferior (superior) de f (z) en este punto es igual а —оо (+00). 
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sea integrable según Riemann en dicho segmento, es necesario y suficiente que di- 
cha función see continua casi en todo punto de 10, 1l- 
JEMOSTRACIÓN. Dividamos un segmento [0, 1], para cualquier número п, 
Жый.) @—1 2 8-2" е imtroduzcamos en el 
análisis con funciones escalonadas q, (2) у Dn (=), suponiendo que en cada 
intervalo AG) las funciones Pn (z) Y On (2) Son iguales a inf f(y) y a 
agp 
Sap, 703), respectivamente, у en los puntos k2" (k= 0, 1, -.., 27) am- 
К 
bas funciones qn (2) y O, (2) son mulas. Entonces, al tomar una sucesión de 
intervalos AGP que se encoge hacia z, obtendremos, para cada punto z е А/2": 


en 2" intervalos М == 


Иш gn (0) = т (2), Шт Ф, (z) = M (2). (8.54) 


De este modo, la convergencia (8.54) tieno lugar cast en todo punto dol segmento 
19, 4). Por cuanto Јаз funciones escalonadas $, Dz Q, (2) son a ciencia cierta 
medibles өп [0, 1]. de (8.54) y dol teorema 8.18 se deduto que también son me- 
dibles en [0, 1] las funciones de Baire m (2) у M (2). 

De (8.54) resulta que casi en todo punto sobre [0, 1] 


lim (Ф, (A — q, (01 = М (2) — m (2). 


Du la última relación so deduce, en virtud del corolario en el teorema 8.19, quo?) 
Д 1 
шшш f LD, (2) —n (21) dz { [АМ (ж)—т (0) de. (8.55) 
= Y 
Resta por notar que 
П 
{ Фб) dz=Sn, { а (2) веза. (8.58) 
° ñ 
donde 5, y sn son sumas superior e inferior de Darboux, respectivamente, co- 
rrespondientes а la partición {М} (k = 1, 2, 3,.... 2%). 


De (8.55) y (8.56) se deduce que 


1 
lim (аза) = { (49m aaz, 
% 


de modo que (en virtud dol cap 1, v. 11)1а condición пешага y suficiente de 
integrabilidad según Riemann so reduce а una igualdad ў ГАГ (0) — m (00) de = 
= 0. Pero, la última igualdad significa (еп vista de que una fun- 
ción no negativa medible y sumablo es equivalente n cero (véase р. 4, $ 4) 


que M (z) — m (г) = 0 casi en todo punto sobre (0, 11. El teorema queda de- 
шозїтаф, 


1) En adelante, todas les integrales en el Complemento 1 se entienden en 
el sentido do Lebesgue. 
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Complemento 2 al capítulo 8 


CONDICIÓN NECESARIA Y SUFICIENTE 
DE INTEGRABILIDAD DE UNA FUNCIÓN 
ACOTADA SEGÚN LEBESGUE 


Teorema 8,24. Para que una función | (2) acotada sobre un conjunto medible 
E sea integrable en dicho conjunto según Lebesgue, es necesario y Suficiente que 
esta función sea medible en el conjunto P. 

DEMOSTRACION. La demostración de la suficiencia constituye ol contenido del 
toorema 8.16, por lo cual es necesario sólo demostrar la necesidad. 

буа una función / (z) acotada o integrable según Lebesguo sobre el conjunto 
medible Æ. Esto quiere decir quo las integrales do Lebesguo superior e inferior 
de esta función son iguales у, por consiguiente, existo una sucesión de particio- 
nes 7, = (Ер) del conjunto E de tal índole que las correspondientes sucesio- 
nes de sumas superiores (5,) y de sumas ínforiores (sn) satisfacen la condición 
Sn — Sa < 1/n, соп la particularidad de que cada Partición sucesiva Tn = 
== 1208) ез un relino de la partición antecedente Ту = (Е‹;-®]. (Con el fia 
do construir tal sucesión, es suficiente tomar. por donde sea necesario, el pro- 
ducto de particiones introducidas 

Recordemos que, por definic: 


=D MPEP =D E, 
T T 


dondo MP y то) son las cotas suporior exacta e inferior exacta, respectivamen- 
te, de la función f (z) sobre el conjunto £p. 

Definamos dos sucesiones de funciones (7, (1) y (7, (2), al hacor la fun- 
ción fp (т) igual a M6) sobro el conjunta EG, y la función fn (2), igual a тёр 
sobre el conjunto Чү), = 

Es evidente quo para todo número n ambas Гипсіопез Jn(z) у fnit) son 


medibles sobre el conjunto Е (ya que dichas funciones representan combinacio- 
nes lineales de las funciones características de los conjuntos medibles Е), 


Además, evidentemente, la ucosión (7, (z)} no os creciente, у la sucesión 
{fn (2)) no decrece sobre ol conjunto E, соп la particularidad do que en cada 


Punto del conjunto Е se cumplen las desigualdades 
h (0 <) «7, @). (8,57) 


cualquiera que sea п. _ 
Pongamos f (z) = lím f, (0), 3 (0) = lim fn (+). De (8.57) concluimos que 


en cada punto z de 
1 @ << ш). (8.38 


y, adomás, las funciones 7 (2) y / (2) son medibles sobre el conjunto Е en virtud 


del teorema 8.13. 
Del teorema de В. Levi 8.20 obtonemos 


вт { Fa h оаа eL dz (8.59) 
А à 
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Do la definición de las funciones Fp (z) Y fn (2) се deduce que { Dm 


Ё 
por construcción 
а а una igualdad 


— fu (a)l de = Sy — sn, con la particularidad de qu 
ш (5, — за) = б. En virtud de (8.59), esto nos ll 
Ti) = (0) dz =0 


E $ 
Partiendo de la ùltima igualdad y del hecho de quo la función [7 (z) — (1 


es, en virtud dol р. 4, $ 4, negativa, obteuumos que 7 (х) — f (2) = 0 casi on 
todo punto sobre Е. Por consiguiente, en virtud de (8.58), / (т) = f (2) = 700) 
casi en todo punto sobre E, y. por cuanto las funciones f (=) y f(x) son medibles 


en E, entonces, de acuerdo con la propiedad 4° del р, 2, $ 3, / (т) será también 
medible sobre el conjunto Е. El teorema está demostrado. 


Capítulo 9 


INTEGRALES DEPENDIENTES DE 
LOS PARÁMETROS 


Estudiemos en este capítulo una clase especial de funciones que se 
caracteriza por la denominación general «integrales dependientes de 
un parámetro». La idea de estas funciones puede obtenerse, nte- 
gramos respecto de =. con cada y fijo, una función de dos variables 
z e y. Como resultado. se obtendrá, evidentemente, una función 
dependiente dol parámetro y. 
Surgen, naturalmente, las cuestiones acerca de la continuidad, 
E rt y diferenciabilidad de tales funciones, Todos estos 
problemas se estudiarán en el presente capítulo. 
Está perfectamente claro que la integración respecto del argu- 
mento х no ha de ser forzosamente propia: si un dominio en el que 
viene dada la función f (т, y) es una franja infinita I = {a< z< оо, 
c< у d), la integración respecto de z, con y fijo, se realizará en 
una semirrecta, razón por la cual la integral correspondiente respecto 
de la variable т será impropia. De este modo, surge una noción de 
integrales impropias dependientes de un parámetro. Las propieda- 
des do tales integrales también se estudiarán en oste capítulo 
Subrayemos que se tratarán aquí sólo las funciones integrables 
según Riemann (no según Lebesgue) y todas las integrales, sean pro- 
pias o impropias, se entienden еп el sentido de Riemann. 


$ 1. Integrales propias dependientes de un parámetro 


1. Concepto de integral dependiente de un parámetro. Supongamos 
que en un rectángulo П = fa< z< b, c< y< d} viene definida 
una función f (х, y) integrable respecto de г sobre el segmento 
a< х= b para cualquier y fijo del segmento c< y< d. En este 
caso sobre el segmento c< y< d queda definida una función 


А 
го = | 1, йаг, (94) 


llamada integral dependiente del parámetro y. Lu función ў (x. y) 
puedo definirse también sobre un conjunto de forma más general. 
Por ejemplo, como dominio de definición de / (т. y) puedo servir 
el siguiente conjunto D = (a (у) < 2< b (y). c< y< d}. En este 
caso sobre el segmento [с, d] está debinida una función de y con ayuda 
de la relación (9.1), pero los límites de integración a y b dependen 
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de y. Estudiemos, primero, un caso en que los límites de integra- 
ción son constantes. 

2. Propiedades de continuidad, integrabilidad y diferenciabilidad 
de las integrales dependientes de un parámetro. Los teoremas que 
siguen abajo dan respuesta a las cuestiones citadas. En estos teoremas 
se denotará con el simbolo TI un rectángulo {a< г< b, c< y< 2). 

Teorema 9.1. Si una función f (x, y) es continua en el rectángulo 
TI, la función I (y), definida mediante la relación (9.1), será continua 
sobre el segmento |с, dl. 

DEMOSTRACION. De la fórmula (9.1) se deduce que un incremento 
AI = I (y + Ay) — I (y) de la función 7 (y) es igual a 

e 


аг | (E, v+ AiE, аа. @2) 


Como que, de acuerdo con el teorema de Cantor, la función f (z, y) 
es uniformemente continua en el rectángulo П, según е > 0 dado 
puede indicarse 1а) б > 0 que para todo т de la, bì y todos los y 
y (y + Ду) de (с. dl de tal índole que | Ay | < $, se verifique la 


desigualdad | 7 (z. y + Ay) — f (z, y) | < pEr Mas, en oste caso, 


de la relación (9.2) se deduce que cuando | Ay | < б. se cumple la dosi- 
gualdad | AZ | < e, la cnal significa la continuidad de la función 
1 (y) en cada punto y del segmento le, dl. El teorema osta demos- 
trado. 

Teorema 9.2. Si una función f (z, y) es continua en el rectángulo YI, 
la función I (y) será integrable sobre el segmento lc. dl. Además, es 
válida la fórmula 


a des T 
ЛЫ IS He, vaz] an { dz {ле юй. (03) 
Н e La бе 


Diaho de otro modo. en las condiciones del teorema, la integral 
dependiente de un parámetro puede integrarse respecto del parámetro 
bajo el signo de integral. 

DEMOSTRACIÓN. De conformidad con el teorema 9.1. una función 
1 (y) es continua sobre el segmento lc, d] y, por eso, integrable en el 
mismo. La validez de la fórmula (9.3) proviene de la igualdad de las 
integralos reiteradas que figuran en la relación (9.3) (estas integrales 


son iguales a la integral doble $ { (х, y) de dy). El teorema está 
ri 


demostrado. 
onservación. En la relación (9.3) podemos poner cualquier nú- 


mero del segmento (e. d} en lugar del límite superior d de integración 
respecto de y. 
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Teorema 9.3. Si una función f (z, y) y su dertvada parcial Ж son 
continuas en el rectángulo П, la función I (y) es diferenciable sobre el 


segmento |с, d) y la derivada suya 1 puede hallarse según la fórmula 


b 
а Oz, y 
чу $ и ыы е 
De otras palabras, en las condiciones del teorema, la integral depen- 
diente de un parámetro puede diferenciarse respecto del parámetro 
bajo el signo de integral. 

DEMOSTRACIÓN. Veamos la siguiente función anxiliar 


в 
e= f AEA ar, (9.5) 
Por cuanto 37 ез continua en el rectángulo L, entonces, de acuerdo 
соп el teorema 9.1, la función g (y) es continua sobre el segmento le, 
d] y la integral de esta función extendida al segmento Íc, y] puede 
hallarse según la fórmula do integración bajo el signo de integral. 
De conformidad con la observación al teorema 9.2, obtenemos 


» ь y è А 
$ #@а= { а{ 0 а | 10. уух — $ Hz, c)dz. (9.6) 
Н ШЕ. A з 

Por cuanto fre #айв=1(у), y | f(r, с)йг=1(с), de la rola- 


ción (9.6) obtenemos la siguiente expresión para / (y): 
М 
10) = | e(9dt+1(0). (9.7) 


Como se sabe, la derivada de una integral con límite superior varia- 
ble de una función continua g (t) existe y es igual al valor de esta 
función en el punto y. Por eso, la función / (y) es diferenciable y su 
derivada Ж es igual a g (y). Recurriendo a la fórmula (9.5) para g (у), 
nos convencemos de que la relación (9.4) es válida. El teorema queda 
demostrado. 

3. Caso en que los límites de integración dependen de un parámetro. 
Ya se ha dicho que puede haber un caso еп que los límites de inte- 
gración dependen de un parámetro. Convengamos en considerar que 
la función f (т, y) viene dada en el rectángulo TI, el cual incluyo un 
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dominio D definido mediante las relaciones (a (0) < z< (у), 
c< y< d) (fig. 9.1). Si. para cualquier y fijo del segmento le, dl, 
la función f (2, y) es integrable respecto de z sobre el segmento 
[а (y)), ТЬ (y), entonces, obvia- 
mente, en el segmento le, dl 
queda definida la siguiente fun- 
ción: 
ъс 
1(9= | Hz ах (9.8) 


ain 


que representa una integral de- 
pendiente del parámetro y cuyos ч 
límites de integración también Fig. 94. 
dependen del parámetro 

Analicemos Ja continuidad y difere 
metro de tales integrales. Los sigui 
a las preguntas citadas. 

Teorema 9.4. Sea f (x, y) una función continua en el rectángulo Tl, 
y sean a (y) y b (y) funciones continuas sobre el segmento lc, d). Entonces, 
la función 1 (y) definida mediante la relación (9.8) es continua en el 
segmento le, dl. 

DEMOSTRACION. Fijemos 
prosentemos / (y) en la 

biyo) van aw 
га) | ле дас $ end | fæ, dr (09) 
«шә divo аш 

Por cuanto la primera integral еп el miembro derecho de (9.9) de- 
pende del parámetro y Liene límites constantes de integración, sien- 
do continua su función subintegral, dicha integral será, en virtud 
del teorema 9.1, una función continua de y. por lo cual tiende a / (vo) 
cuando y— yo. Para otras dos integrales obtenemos las siguientes 
estimaciones: 


abilidad respecto del pará- 
tes teoremas dan respuesta 


Ya arbitrario del segmento [с, d], y re- 
mente forma: 


sp 
| | ке, mae < M Ibt wol, 
bt) 


\ 


at) 
donde M = sup |7 (а, y) |. De las últimas desigualdades y de Ja 


| 
Hi. уве <M la (y) —a (w)l. 


continuidad de las funciones a (y) y b (y) proviene que para y— yo 
ambas últimas integrales en el segundo miembro de (9.9) tienden 
a cero. De este modo, el límite del segundo miembro de (9.9) existe 
cuando y = уо, y es igual a Z (yo). 
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Así pues, la función Z (y) es continua en todo punto у, del segmento 
le, dl, es decir, continua sobre dicho segmento. El teorema queda 
demostrado. 

Demostremos el teorema sobre la diferenciabilidad de la inte- 
gral Г (y) respecto del parámetro. 

Teorema 9.5. Supongamos que una función f (х, y) y su derivada E 
son continuas en el rectángulo П. Supongamos, además, que las funcio- 
nes a (y) y b (y) son diferenciables sobre el segmento [c, dl. Entonces, 
la función I (y), definida por la relación (9.8), es diferenciable sobre el 
segmento le, @ y su derivada Г' (y) puede calcularse según la fórmula 

эл 

А ді П r 

ra= | Far wio), 0 а") lau, y. (910) 

aw 

DEMOSTRACION Fijemos arbitrariamente yọ del segmento lc, di 
y reprosentemos / (y) cn la forma (9.9). La primera integral en el 
miembro derecho de (9.9) es una integral que depende del parámotro 
y que tiene límites constantes de integración. Ya que, por hipóte- 


sis, f (2, y) УТ son continuas en II, entonces, do conformidad con 


el teorema 9.3, el primer sumando representa una función diferencia- 
blo en el punto yo, y la derivada de la citada función en este punto 
> 


o 
será igual a \ 206-09 дг. Mostremos que el segundo sumando 


de 
en el miembro derecho de (9.9) tiene derivada en el punto yy. Por 
cuanto este segundo sumando se anula para y = Yo, basta conven- 
cerse de que existe un límite 
Т 
Y Mayer 
|. 1, 77 es 9.11 
E 0—1 ы ( ) 
que, por definición, os precisamente igual a la derivada buscada. 
Transformemos la integral en el numerador de la fórmula (9-11). 
Según la fórmula del valor medio tenemos 


um s 
Y ле, даху, y) OU —b u, (9.12) 


Жї] 


donde 7 está encerrado entre b (ya) y b (у). Al sustituir la expresión 
para la integral do la fórmula (9.12) en el numerador de la expre- 
sión (9.11), teniendo presente que, en virtud de la continuidad, 


f (E, y) 0 шь), vo) cuando y >ya, y que И) y (uo) 
cuando y— yo, nos convencemos de que el lími 
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interesa existe y es igual a 5” (yo) f (b (yo), vo). Razonando de un 
modo sumamente igual, nos convencemos de que el tercer sumando 
on el miembro derecho de (9.9) también tiene derivada en el punto yy 
que es igual a а’ (yo) f (а (Yo), Ya)- 

Así pues, se ha demostrado que la función / (y) es diferenciable 
en un punto arbitrario у, del sogmento le, d} y su derivada 7’ (у) 
puede calcularse sogún la fórmula (9.10). El teorema está demos- 
trado. 

OBSERVACIÓN. Los teoromas 9.4 y 9.5 son lícitos también para un 
caso en que la función f (z, y) viene dada sólo en un dominio D. 
y satisface en éste las mismas exigencias que en el rectángulo IT. 


Ў 2. Integrales impropias dependientes Че un parámetro 


1. Concepto de integral impropia de primera especie dependiente 
de un parámetro. Concepto de convergencia uniforme de la integral 
impropia dependiente de un parámetro. Denotemos con ol símbolo 
lx una semifranja {a<< z< оо, cS y< d}. 

Supongamos que ер la semifranja Iæ está dada mna función f (г. 
y) integrable respecto de г еп el sentido impropio sobre la semirrecta 
а s< ос para cualquier y fijo del segmento lc, dl. En estas con- 
diciones sobre el segmento [с, d] queda definida una función 


1а) = tz, war. (9.13) 


Mamada integral imporia de primera especie dependiente del paráme- 
tro у. Suele decirse en este caso que la integral (9.13) convergo sobre 
el segmento le, dl. 

En la teoría de integrales impropias dependientes de un pará- 
metro dosempeña un papel importante el concepto de convergencia 
uniforme. Enunciemos este concepto. 

Definición. Una integral impropia (9.13) se llama uniformemente 
convergente respecto del parámetro y sobre el segmento lc, dl, si con- 
verge en dicho segmento y si para todo e > 0 puede indicarse tal nú- 
mero А => а, dependiente sólo de e, que se verifique la desigualdad 


| уе. тах |е, (9.14) 
La І 


cualesquiera que sean Н > А е y del segmento |с, dl. 

Formulemos el criterio de Cauchy de convergencia unilorme de 
las integrales impropias dependientes de un parámetro. 

Teorema 9.6. Para que la integral impropia (9.13) sea unifor- 
тетет іе convergente respecto del parámetro y sobre el segmento [с, dl, 
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ех necesario y suficiente que para todo e >> © pueda indicarse ип nú- 
mero А => a que dependa sólo de e y sea de tal índole que se verifique la 
desigualdad 

к 
ИШ йаг|<в, 
# 


cualesquiera que sean R’ у R”, superiores а A, e y del segmento le, d}. 

La validez de este criterio se desprende directamente de la defi- 
nición de convergencia uniforme, 

Para las aplicaciones resulta conveniente dar a conocer una serie 
de criterios suficientes de convergencia uniforme de las integrales 
impropias dependientes de un parámetro. 

Teorema 9.7 (criterio de Weierstrass). Supongamos que uno 
función f (х. y) está definida en una semifranja 1l w, y que para todo 
y del segmento fc, d) ella es integrable respecto de т Amé cualquier 
segmento la, R). Además, supongamos que para todos los puntos de la 
franja TI „ se cumple una desigualdad 


17 @ y) |< g (2). {9.15} 


Entonces, de la convergencia de la integral f g (т) de se deduce la 


з 
convergencia uniforme respecto de y sobre el segmento lc, dl de la in- 
tegral (9.13) 

prmosmacios En virtud del criterio de Cauchy para la conver- 
gencia de una integral de la función g (z) (véase el teorema 3.1), 
puede indicarse, рата todo e >0, tal А > a que se verifique la 
desigualdad 


me 
| е0) ае, 


й 


cualesquiera que sean А” > А’ >> А. 
Aplicando la desigualdad (9.15), obtenemos 


ES w 
$ На, ма | < { в (2) хе 
# lor 


para todo y del segmento (с, d}. 
Esto es precisamente un testimonio de que el criterio de Cauchy 
de convergencia uniforme de la integral (9.13) se cumple. 
Corolario. Supongamos que una función q (т. y), definida en la 
semifranja Il~, es acotada sobre la misma e integrable respecto de z 
en cualquier segmento [a, R} para cada y € le, dl. Entonces, si con- 
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verge una integral 
флаг, 


será uniformemente convergente respecto de y sobre el segmento le, dl 


la integral И y (z, y) А (2) dz. 


Para demostrar, resulta suficiente pouer eu el teorema 9.7: 
160 =9l y) А 0), gl) = МДА (0) 1, donde М = 
=p |o y 


Notemos que el criterio de Weierstrass es criterio suficiente de 
convergencia uniforme de las integrales impropias, dependientes 
de un parámetro, que garantiza la convergencia absoluta, Por analo- 
gía con lo que зе ha hecho al demostrar el teorema 3.4 podemos 
establecer el siguiente criterio suficiente do convergencia unifor- 
me que es aplicable a las integrales convergentes condicionalmonte. 
Es válida la siguiente afirmación (criterio de Dirichlet—Abel). 

Sea una función f (2. y) definida en la semifranja II w que es in- 
tegrable, para cada y € lc, dl, respecto de х sobre cualquier segmento 
la, R] y con cierta constante M ~> 0 satisface la condición 


а 
{ л. pafa. 


Supongamos, además, que una función g (z), definida para х >> а, 
tiende а cero cuando х -> +oo sin crecer monótonamente. Entonces, 
una integral impropia 


ле, уя) а= 


es uniformemente convergente respecto de y sobre el segmento |с, dì. 
El criterio de convergencia uniformo que sigue abajo so refiere 
a las integrales de las funciones no negativas. 
Teorema 9.8 (criterio de Dini). Supongamos que una función 
1 (х, y) es continua y no negativa en la semifranja П. y que para 
cada y € le, dl converge la integral impropia 


га { le, y) de. (9.13) 


Supongamos ahora que la función 1 (y) es continua sobre el seg- 
mento (с, d]. Entonces, la integral (9.13) es uniformemente conver- 
gente respecto de y sobre dicho segmento. 
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«Mosmarión Veamos una sucesión de funciones 


h= \ (ж. йал, 


cada una de las cuales es continua sobre el segmento |с, 4] en virtud 
del teorema 9.1. Por cuanto la función subintegral f(x, y) cs no 
negativa, entonces Г, (y) converge sobre el segmento lc, d] hacia la 
función continua 7 (y) sin decrecor monótonamente. Por consiguien- 
te, de acuerdo con el teorema 1.5 (criterio de Dini para las sucesiones 
funcionales la sucesión Г, (y) converge uniformemente sobre [c, d) 
hacia 7 (y). Esto quiere decir que para Lodo ь > 0 oxiste un núme- 
ro N tal que 
пд = | He dre 
аў 

simultáneamente para todos los y del segmento (с, dl. De lo que 
f (x, y) es no negativa se deduce que para todo / œN 1 a y Lodo 
y Elec, di 


о<{ у. dr-=e. 

ё 

Esto es precisamente un indicio de que la integral (9.13) es nuifor- 
memente convergente, El teorema está demostrado 

2. Propiedades de continuidad, integrabilidad y diferenciabilidad 
de las integrales impropias dependientes de un parámetro. Son válidos 
los siguientes dos teoremas. 

Teorema 9.9 Supongamos que una función f (z, y) es continua en 
la semifranja П ~, y la integral (9.43) converge uniformemente sobre 
un segmento (с, d]. Entonces, la integral citada es función continua de 
y sobre el segmento lc, dl. 

DEMOSTRACIÓN  Estudiemos una sucesión de funciones 

apn 


In W) = { fie. таз, 


cada una de Јаз cuales ез, en virtud del teorema 9.1, continua sobre 
el segmento Íc, d]. Es evidente que do Ja convergencia uniforme de 
la integral (9.13) proviene la convergencia uniforme hacia Г (y) de 
la sucesión funcional 7, (y). En tal caso la continuidad de la fun- 
ción Т (y) se deduce del teorema 1.7. 

Teorema 9.10. Supongamos que la junción f (х, y) y su derivada 
parcial 91 son continuas еп la semifranja 11... Admitamos, además, 


que para cierto y del segmento (с, d) resulta convergente la integral 
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1) È f (e, 00 de, mientras que la integral $ > de converge 
uniformemente respecto de y sobre el segmento lc, dl. Bajo estas con- 
«ticiones la función 1 (y), dijerenciable sobre el segmento le, dl, y su de- 
rivada 1' (y) pueden hallarse según la jórmula 


Г (ру== { + dz. (9.16) 


De otras palabras, eu las condiciones del teorema la diferenciación 
respecto del parámetro puede realizarse bajo el signo de la integral 
impropia dependiente del parámetro. 

DEMOSTRACIÓN Veamos una Suc 


m de funciones 


otn 


һф= | 1 ўа. 


De acuerdo con el teorema 9.3, cada una de los funciones Г, (y) 
es drforenciable sobre el segmento (с, d] y se verifica una igualdad 


atn ja 
Atiz, ч) н 
nw- \ єз. ал. (9.17) 

Du las condiciones del teorema se deduce que Ja sucesión de inte- 
grales que figuran en el segundo miembro de (9.17) es uviformemen- 
te convergento sobre [c, d]. Por consiguiente, a la misma función li- 
mite converge uniformemente la sucesión de derivadas J; (y). Apli- 
cando el teorema 4.9, obtenemos la igualdad (9.16). 

Demostremwos un teorema sobre la integración propia de una iv- 
legral impropia dependiente de un parámetro. 

Teorema 9.11. Cumplidas las condiciones del teorema 9.9, la inte- 
gral (9,13) puede integrarse respecto del parámetro y sobre el segmen- 
to [c, d), соп la particularidad de que 


4 ж 9 ий 
ў 10000= f asf Jæ. д | 4} fir. dy. .18) 


De otras palabras, en las condiciones del teorema una integral im- 
propia dependiente de un parámetro puede ser integrada respecto del 
parámetro bajo el signo de integral impropia. 

pemostración Рог cuanto quedan cumplidas las condiciones del 
teorema 9.9, la función / (y) es continua sobre el segmento Je, d], 
y. por consiguiente, integrable en este segmento. Pasemos a la de- 
mostración de la relación (9.18). 
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Haciendo uso de la convergencia uniforme de la integral (9.13), 
podemos indicar, según un e >0 dado, tal А >a, que, cuando 
R > А, se cumple, para todos los y del segmento fe, dl, la siguiente 
desigualdad 


ўла, Daz 
E 


(9.19) 


Considerando А >> А, y empleando la posibilidad de cambiar el or- 
den de integración para las integrales propias dependientes de un 
parámetro, volvamos a las siguientes igualdades evidentes: 


ч 


4 А E 
10015 [$ i drt { ло, mar]ay= 
Ц 2-3 E 
De estas relaciones y de la desigualdad (9.19) su deduce la siguiente 
desigualdad que es válida para todo R > 4: 


„ П ğ 


Ja[f ло, au] f af 


J, yhd: 


Hi 


ra e [io way] |<, 


ГО. 


la cual significa que la integral impropia | de { f (æ, y) dy rospecto 


de la variable х converge y es igual al número Í T (y) dy. El teorema 
ве y 


está demostrado. 

OBSERVACION. Evidentemente, en la relación (9.18) en lugar del 
límite superior d de integración respecto de y podemos poner cnal- 
quier número del segmento fc, d). 

Corolario. Si una función f (x, y) es continua y no negativa en la 
semifranja TI ~, y si la integral (9.13) es función continua sobre el 
segmento [с, dl, será válida la fórmula (9.48). 

En efecto, para las exigencias formuladas quedan cumplidas 
todas las condiciones del criterio de Dini de convergencia uniforme 
de Ia integral (9.13) (véase teorema 9.8). De este modo. la afirmación 
del corolario es legítima. 

Demostremos un teorema sobre la integración impropia de una 
integral impropia dependiente de un parámetro 
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Teorema 9.12, Sea una función ў (z, y) no negativa y continua 
para «> a e y > с. Supongamos ahora que las integrales 


то | fa, nar y K= е. Ddy 


son continuas para y 2с y = 2 а, respectivamente. Entonces, аё la 
convergencia de una de dos integrales impropias 


{леву = йа {лш йа y {еа ҮЛГҮ 


se deduce la convergencia de la otra y, también, la igualdad entre di~ 
chas integrales. 


тї мюзтиАстох  Admitamos que la integral $ I (y) dy es conver- 


gonte. Hace falta demostrar que la integral { K (2) dz converge y 


es igual a \ I (y) dy. Dicho de otro modo, hemos de demostrar 


aue para todo е 2 0 puedo encontrarse tal А 3> а, que, cuando 
R > A, se cumple una desigualdad 

е к 
|{ Iw) dy— | Коа |е. (9.20) 


э 


De las condiciones del teorema se deduce que con cualquier R > а 
para la función / (2, y) quedan cumplidas en la semifranja (a < л < 
2 Й, e < y < œ} las condiciones del corolario en el teorema 9.11. 
Por eso, para todo Ё >> a se verifican las relaciones 
ñ Ж к 78 
{ коа {аг ги, may av 162, да. 


Aprovechando estas igualdades y la convergencia de la integral 


$ 1 (u) dy, transformemos la diferencia que figura bajo el signo 


de la magnitud absoluta en la desigualdad (9.20). Para cualquier Tt 
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superior a с escribamos una igualdad 


o в = ~ ~ ñ 
{ла "з {коза $ dyf уб. у)йх { а $ Fe, mas 
ž Ла 3 a # > 
Е { ау $ Ja. mdz- faf EA y d+ dy И Hz, ў4т (921) 
E ok Ё E Ф°ў 
Procedamos a estimar las últimas integrales en la relación (9.21). 


Ya que la integral $ 1 (y) dy converge por hipótesis, podemos in- 
dicar, según un e => 0 dado, tal 7 => с que se cumplen las desigualda- 


des 0 < f I (y) dy << e/2?). Sustituyendo en estas desigualdades 


1 (y) por su expresión en términos de una integral. obtendremos Las 


siguientes desigualdades: O < È dy | f (z, y) dz < &/2. De aquí 
ДА 
concluimos, teniendo presente el hecho de que f (z. y) ез no nega- 


tiva, quo para Й > с elegido y cualquier Ñ > a resulta válida una 
estimación 


dy $ 300. y dr <el2. ШЕ 
я к 

Fijemos ahora Ё de un modo descrito más arriba y aprovechemos la 
arbitrariedad en la elección de Æ. En la semifranja (a <= < оо, 


c< y < Ñ} la función f (z, y) satisface todas las condiciones del cri- 
terio de Dini de convergencia uniforme de las integrales impropias 
(véase el teorema 9.8). Por eso, se puede elegir, según e > 0 dado, 
А > а de tal modo que para cualquier Ё > A y para todo y del seg- 


os 


leag 


mento lc, A] se verifiquen las desigualdades 0 < {ле иа 
к 

i 

?, a partir de las cuales se obtiene la siguiente estimación 


È x 
osf dy { Jz, y) ах <e? (9.23) 
»® Ж 


La izquierda de estas desigualdades proviene de lo que para 1 > ае y> 
22 е la función / (z, y) es no negativa. 


8 2. Integrales impropias dependientes de un parámotro 297 


Volviendo a la expresión (9.24) y a las estimaciones (9.22) y (9.23) 
de las últimas integrales en esta expresión, vemos que para un в > 0 
arbitrario puede elegirse tal A > а, que para cualquier >> А se 
verifique la desigualdad (9.20). La demostración del teorema está 
finalizada. 

3. Integrales impropias de segunda especie dependientes de un pa- 
rámetro. Introduzcamos el concepto de integrales impropias do 
segunda especie dependientes de un parámetro. Sea ў (x, y) una fun- 
ción definida en el rectángulo semiabierto П = (a < z < b, с 
<< y ч] @). Admitomos que para cualquier y fijo del segmento lc, dÌ 


la integral impropia de segunda especie { 7 (z. y) de ез convergen- 


a 
te. En estas condiciones queda definida sobre el segmonto [с, d] una 
Función 


» 


Ti = {ле y dz, (9.24) 


lamada integral impropia de segunda especie dependiente del pará- 
metro у. 

En la teoría de tales integrales desempeña un papel importante ol 
concepto de convergencia uniforme. Enunciemos este concepto. 

Definición. La integral impropia (9.24) se denomina uniforme- 
mente convergente respecto del parámetro y sobre el segmento lc, dl, 
si es convergente para cada y del segmento |с, d] y para todo e >Ô 
puede indicarse tal 6 > 0, dependiente sólo de e, que con cualquier с. 
del intervalo 0 < ® < 6 y todo y del segmento |с, d] se verifique una 
nesigualdad 


| { ла. maz|<e. 


Para las integrales improptas de segunda especie se enuncian у se 
demuestran sin dificultades algunos teoremas de continuidad, inte- 
grabilidad y diferenciabilidad respecto del parámetro. 

Notemos que con ayuda de la transformación de la variable x, 
aducida en el p. 2 $ 2 del capítulo 3, las integrales impropias de se- 
gunda especie dependientes del parámetro y se reducen a las inte- 
gralos impropias de primera especie dependientes de un parámetro. 


Сар. 9. Integrales dependientes de los paramotros 


$ 3. Aplicación de la teoría de integrales 
dependientes de un parámetro al cálculo 
de las integrales impropias 


Las operaciones con integrales impropias dependientes de un 
parámetro, argumentadas en el párrafo antecedente, permiten caleu- 
lar diversas integrales impropias. 

Veamos unos ejemplos de cálculo е investigaciones do las 
piodades de tales integrales. 


1%. Demostremos que una intogral 
т) ~= | есек 2E dr, (0,25) 

з 
cuya función subintegral en un punlo 2 = 0 os igual, por detini- 


ción, a uno, converge uniformemente respecto de о; sobre la semirroc- 
ta 0'«2 а < со, Obtendremos, al principio, ciertas estima 
Notomos. en primer lugar, quo 


7/5 (а sen z4 cos z) 


{фела = — Es 


+С D(a, хус 


Es evidente que, en 
cual es una primiti 


do a р 0 y x >D, la función Ф (ж, г) (la 
а para la función ¿7% sen г) está acotada: 


lO, 1) < E <2. (9.20) 


Estimemos la siguiente integral: 
f ezar E dz (R>>0). 
й 
Integrando рог partes con cualquior a >> 0, encontramos 


-ax Senz Фа, ng, { Фа. n 
рена = [ET ае 
ñ Ё 
CI 14, 21 
«| ле 
й 
De esta desigualdad y de la (9.26) obtenemos la siguiente estimación: 
¡mm 
й й 


De esta estimación se deduce la convergoncia uniforme de la in- 
tegral (9.25) respecto de æ en la semirrecta 0 < а < оо. En efecto, 
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sea e un número positivo arbitrario. Elijamos según este e un nú- 
mero A > 0 de un modo tal que se cumpla la desigualdad 


4 
т< 


Está claro que, cuando R > A, para todos los æ > 0 se verifica, en 
virtud de la estimación (9.27), una correlación 

| f ezo 2E да <e, 

й 
que significa la convergencia uniforme respecto de а de la integral 
(9.25) sobre la semirrecta 0 <a < оо. 

Y. Haciendo uso do las deducciones que acabamos de obtener 

рага el cálculo de la integral?) 


i= $ 2 dz. (9.28) 


Notemos primeramente que la integral citada repres 
límite, para a — O -- 0, de la función / (а) definida mod 
relación (9.25). Efectivamente. la función subintogral en la inte- 
gral (9.25) es continua cuando a >0 y т > 0 (рага т = 0 esta 
ción so considera igual a uno) y la integral (9.25) converge unif 
memente respecto de œ en la semirrecta 0 < æ < оо. Por eso, de 
acuerdo con el teorema 9.9, la integral (9.25) representa una función 
continma de æ en la semirrecta a > 0. De aquí provieno que 


=1= | E dz, (9.29) 
9 

Obtengamos para la función Z (о) una representación especial, me- 
diante la cual se hallará el valor límite (9.29). La citada represen- 
tación se obtiene de la expresión para la derivada /” (a). Por cso, 
hvinos de convencernos al principio de la posibilidad de diferenciar 
la integral (9.25) respecto del parámetro @ bajo el signo de inte- 
gral. Con este fin comprobemos el cumplimiento de las condiciones 
del teorema 9.13 con arreglo a la integral (9.25). Son evidentes la con- 
tinuidad de la función subintegral y la de su derivada parcial res- 
pecto del parámetro œ cuando a >0 у z > 0. Volvamos, ahora, а 
aclarar la convergencia wmiforme según œ de la integral 


=} есенва z dr (9.30) 
Д 


1) La convergencia de la integral en consideración fue establecida еп el p. 2, 
$ 1. сар. 
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respecto de la derivada parcial de la función subutegral en (9.25). 
Fijemos cualquier А 2> 0. Ya que para todo a => A resulta 


una igualdad | 072% sen x | < €73", y por cuanto la integrat | e=" de 


; 
es convergente, ontonces, de acuerdo con el criterio de Weierstrass 
(teorema 9.7), la integral (9.30) converge uniformemente respecto 
de æ cuando о > A. Como А ез un número positivo, podemos dife- 
renciar la integral (9.25) bajo el signo de integral según el paríinctro 
а, cualquiera que sea œ г> 0. Así pues, para a >> 0 


Pía) —| esen zdz = — 


1 
трах ` 


Integrando los miembros izquierdo y derecho de las última» icla- 
ciones, obtendremos para а > 0 


Lœ = {= —arctga +0. үа!) 


Hallemos la constante C. Por cuanto pe] +] 1 para s > 0, 


de la expresión (9.25) para с >> 0 obtendremos nna desigualdad 


ИЛЗ $ cda. 
è 
do la cual se doduce que 
lím |Z (0010, 
ке 
y, рог tanto, 


lím Z (a) =0. (5.32) 


Por cuanto lím arctg а = 1/2, de (9.31) y (9.32) encontramos 
өзө 

C = т/2. Así pues, cuando a > 0, la función 7 (2) puede ser re- 

presentada en la siguiente forma: 


1 (о) =- -arctg a. 


De aquí y d» la fórmula (9.29) obtenemos el valor de la integral 
(9.28): 


(9.33) 
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onservacion, Examinemos una integral 
K(a)= { 2 da (9.34) 


Hallemos el valor de esta integral para diferentes valores de æ. 
Siendo æ > 0, realicemos en la integral (9.34) un cambio de va- 
riables, suponiendo жт = y. Entonces 


кюз { | Жез у 5, 
ə з 


Siendo а < 0, realicemos el cambio de variables, suponiendo az == 
= —y (y > 0). Entonces, 


Ку=—{ PL dy 5. 
з 


Cuando а = 0, la integral (9.34), es, obviamente, igual a cero. Así 
pues 


» л/2 рага а 2-0, 
к=} а алы O para а= 0, 
М —л/2 рага 0: «0. 


La integral oxaminada se Пата, corrientemente, factor discontinuo 
de Dirichlet. 

Con ayuda dol factor discontinuo de Dirichlet obtenemos la si- 
guiente represontación analítica de la función conocida sgn о, deno- 
minada, de ordinario, por el término «signo a»): 


< A. Integrales de Euler 


En este párrafo daremos a conocer algunas propiedades do las 
importantes funciones no elementales que se llaman integrales de 
Fuler 


li Esta denominación está ligade con lo que los valores de sga a para 
ж > 0, @ = 0 y æ< 0 son iguales a 1, 0, — 1, respectivamente. 

3) La información detallada sohre las integrales de Euler el Jector puede 
encontrar on el libro Curso del análisis moderno» que se debe a 1G. Whit 
taker y G. N. Watson 
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Se denomina 
ción» a una integ 


ерта! de Euler de primera especie о «beta-fun- 
1 


‚ 
Вр. =f ае a) da. (9.35) 
а 


En esta integral р y q хо consideran parámetros. Si estos parámetros 
satisfacen las condiciones p < 1 y g < 1. entonces la integral (9,35) 
será impropia, dependiente de los parámotros p y q, con la particu- 
larídad de que сото puntos singulares de esta integral intervienen 
2=0yx y 

Se acostumbra llamar integral de segunda especie o egamma-fun- 
ción» a una integral impropia 


Pp) = { ea da, (9.36) 
з 


Notomos que en la integral (9.36) se tienen dos tipos do singularida- 
dos: 1) integración on la semirrecta 0 < z < co. 2) cuando р < 
el punto z = 0 es punto singular de la funci 
ción subintegral se reduce al infinito). 

En nuestros razonamientos hemos de tomar en consideración las 
singularidades aducidas de las funciones B (p, д) y T (р). Más abajo 
nos convenceremos de que los integrales (9.35) y (9.36) son convergen- 
tes para los valores de р > 0 y q 2 0. 

1. Dominio de convergencia de las integrales de Euler. Demostre- 
mos que la función В (р, q) está definida para todos los valores ро- 
sitivos de Jos parámetros р y q, y la función Г (р), para todos los 
valores positivos de p. 

Preocupémonos, primero, de la función В (р. q). Cuando р => 1 
y 4>1, la función subintegral en la relación (ШЕЛ es continua, 
por lo cual la integral en el segundo miembro de (9.35) es propia. 
Por eso, la función B (p, g) está definida para todos los valores 
mencionados de p y g. Volvamos ahora al caso en que se cumplen 
una o ambas de las siguientes desigualdades: 


0<p<t, 0<g<1 (9.37) 


En este caso uno o ambos de los puntos z = 0 y х = 1 son puntos 
singulares de la función subintegral, Teniéndolo en cuenta, repre- 


u subintegral (la fun- 


sentemos В (р, q) en la siguiente forma: 
а 1 
В(р, 9) = f aP- (1— a) det { ае (12) dr = 
è De 


=h (p, DAL (p. 4)- 
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Es obvio que cada una de las integrales /, (p, q) e Г, (p, 9) tiene un 
solo punto singular. 
Ye 


Para la integral 2, (p, q) = | 29 (1 — z)" de el punto sin- 


è 
gular será x = 0. Observando que sobre el segmento {0, 1/21 la 
función (1 — 2)?! es continua y, por eso, está acotada por cierta 
constante С, es fácil convencerse de que la función Cz?-1 será mayo- 
rante рага la función subintegral de la integral 7, (p, q). De aquí 
so deduce que la integral Г, (p, g) converge para 0 < p < 1, y para 
cualquier q. Razonando análogamente, es fácil convencerse de que la 
integral /, (р, q) converge рага 0 << 4 < 1, y para cualquier р. 

Así pues, nos hemos convencido de que en un caso cuando se 
cumplen las desigualdades р > О y q > 0, la integral (9.35) conver- 
go, es decir, la función В (p, д) está definida para todos los valores 
positivos de p y q. 

Pasemos ahora a la función Г (р). Ya hemos notado que la inte- 
gral (9.36) tiene dos tipos de singularidades: la integración еп una 
somirrecta y el punto singular х = 0. Para separar estas singularida- 
des, dividamos el dominio de integración en dos partes de un modo 
tal quo en cada parte hoya una sola de las singularidades menciona» 
das, Por ejemplo, se puede representar Г (р) del modo siguiente: 


y е 
ps arar | є*ш#-\4в = 1, (р) 4121): 


Por cuanto | erat] <a? рага х 2> 0, entonces, de acuerdo 
con el criterio parcial de comparación, la integral /, (p) converge 
рата р > 0. La integral /,(p) es también convergente cuando 
p=>0. Para convencerse de ello, se puede aprovechar el criterio 
parcial de comparación en la forma Jímite: lím eta" = 0 рага 


todo г. Así pues, hemos demostrado que como dominio de defini- 
ción de la función T (p) interviene la semirrecta р > 0. 

2. Continuidad de las integrales de Euler. Demastremos que la 
función B (р, q) es continua en un cuadrante р > 0, q >0, mion- 
tras que la función Г (p) es continua en la semitrecta p >> 0. Ana- 
Jicomos al principio la función B (р, q). Para demostrar 14 continui- 
dad de В (р, q) en el cuadrante р > 0. g 2 0, basta, evidentemen- 
te, convencerse de que la integral (9.35) converge uniformemente con 
relación a los parámetros p y q рага р > рь > 0 у q > qa > 0, cua- 
lesquiera que sean los valores positivos fijos de рь y go. Por cuanto 
ре — 1< p — 1, g — 1 < q — 1, entonces, cuando 0 < 2 < 1, se 
cumplen las desigualdades 


ae- E (1 — ajat, 
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Do aquí y de la convergencia de la integral È tl (1 — zje- dz 
Й 


se deduce, en virtud del criterio de Weierstrass, la convergencia 
uniforme de la integral (9.35) para los valores indicados de p y q 
De este modo, la continuidad de B (p, 4) para р >O y q > 0 queda 
demostrada. 

Para demostrar la continuidad de Г (р) en una semirrecta p > 0, 
es suficiente, ovidontemente, establocer la convergencia uniforme de 
la integral (9.36) según el parámetro p cuando 0 < p< p< ру 
para cualesquiera valores fijos de pa y р. que satisfagan una condi- 
ción 0 < pp < рү. Por cuanto para los valores mencionados de р, 
Pa Y р у para z :> 0 se cumple la desigualdad 


ee [P e атс], 


de la convergencia de la integral 
fort rar 


provieno, еп virtud del criterio do Weierstrass, la convorgencia uni- 
forme de la integral (9.36) para los valores mencionados de р. De 
oste modo, la continuidad de Г (р) рага р >O está demostrada 

3. Algunas propiedades de la función Г (р). En este punto se 
demostrará la existencia de la derivada de cualquier orden de la 
función Г (p). Además, para dicha función se obtendrá una fórmula 
llamada fórmula de reducción. 

Diforonciando Р (p) respecto del parametro bajo ol signo de 10- 
tegral, obtendremos la siguiente integcul: 


| melo zdz, (9.38) 
2 
la cual converge uniformemente según el parämetro р en todo seg- 
mento 0 << р < р < pi- En efecto, el valor absoluto do la función 
subintogral en la integral (9.38) satisface en la semirrecta 0 = 
24 < ә una desigualdad 


Гаете" аж | <e | ina j (z 


De aquí, la convergencia de la integral 


{ е |in z| (2% 
y 
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predotermina, de acuerdo con el criterio de Weierstrass, la conver- 
gencia uniforme de la integral (9.38). Esta circunstancia, como tam- 
bién la continuidad de la función subintegral en (9.38)!) para 0 < 
<x<oo, 0 <p < оо permiten llegar а la deducción de que re- 
sulta posible la diferenciación de Г (р) respecto del parámetro bajo 
el signo de integral. Así pues, la derivada Г” (р) existe y es igual a la 
expresión (9.38) 

Razonando análogamente, es fácil convencerse de que la fun- 
ción Г (р) tiene derivada de cualquier orden y este derivada puede 
hallarse por diferenciación respecto del parámotro p bajo el signo 
de integral en la expresión (9.36) para Г (p) 

Doduzcamos la jórmula de reducción para la función Г (р). Al apli- 
car la fórmula de integración por partes para la función Г (р + 1), 
cuando p > 0, obtendremos 


"+0=1 нот Пт ае +{ Pue da pl (pe 
ù 


Así pues, para cualquier p > 0 so verifica la fórmula 
Г(р + 1) = рГ (р). (9.39) 
Aplicando sucesivamente la fórmula (9.39) para cualquier р == 
> п — 1 y para todo л natural, obtendremos 
Г(р-Е1) = pip — 1)... (рв 0) {p — n +1). (9.40) 
La rolación (9.40) recibe el nombre de fórmula de reducción рага 1а 
función T (p). Con ayuda de esta fórmula la gamma-función para 
los valores del argumento superiores a la unidad «so reduce» a una 
gamma-función para los valores de argumento encerrados entre 
coro y la unidad. 


Por cuanto T (1) = { е-* de = 1, obtendremos, ponivudo en 


(9.40) p = n: 
Гоф у па 0)... 2 е пі 

Esta fórmula se empleará más abajo раса deducir la así llamada 

fórmula de Stirling?) que proporciona una representación asintóti- 

са para nl, 

La información obtenida sobre la función l (р) permite dar una 
característica cualitativa de la gráfica de esta función. Daremos a 
conocer la investigación geométrica de la gráfica de Г (р) siguien- 
do, on lo principal. el esquema expuesto еп el $ б. cap. 9, 

Hemos establecido que como dominio do definición de T (p) 


3) Esta función es una derivada parcial respecto del parámetro p de la fun- 
ción subintegral en la expresión (9.36) para T (р). 
y J. Stirling (1692—1770), matemático escocés. 


e 
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sirve una semirrecta 0 < p < оо, En esta semirrecta la función 
Y (р) es continua y diferenciable cualquier número de veces, con la 
particularidad de que toda derivada puede hallarse por diferencia- 
ción de la expresión (9.36) para T (р) respecto del parámetro р bajo 
el signo de integral, En particular, la segunda derivada Г” (р) es 
igual a 
Гер) = { aP- (nte dz. 
j 

Ya que À” (p)>0, la primera derivada T” (p) puede tener un solo cero. 
Por cuanto Г (1) = Г (2) *), entonces, de acuerdo con ol teorema 
de Rolle, este cero de la derivada T” (р) existe y se dispone en el 
intervalo ($, 2), Por cuanto Г” (р) > 0, en un punto, donde T” (p) se 
reduce a coro, la función T (p) tiene su mínimo. Notemos, además, 
que la gráfica de T (p) es convexa hacia las y vegativas. La gráfica 
de la función Г (p) tiene asintota vertical en с] punto p = 0. Efec- 
tivamente, ya que T (1) = 1 y Г (р) -= ELED, de la continui- 


dad de T (p) en el punto 1 se deduce quo Г (р) — +00, cuando p ~ 
>0 +0. Evidentemente, T (р) > +00, cuando p- +00. Dire- 
mos sin demostración que la gráfica de la función Г (p) no tiene 
asíntotas oblícuas. 

4. Algunas propiedades de la función B (д, р). En este punto se 
indicarán la propiedad de simetría de la función В (p, q) y la fór- 
mula de reducción para esta función. 

Realicemos en la integral (9.35) un cambio de la variable, ha- 
ciendo x = 1 — t. Al realizar los cálculos necesarios, nos convence- 
mos de la validez do una ecuación 

B (p, q) = B (gs Р), (9.41) 
Ja cual ofrece la propiedad de simetría de la función B (p, q) 

Establezcamos para la función B (p, q) las fórmulas de reduc- 

ción. Con este fin volvamos a la función В (p, y + 1), considerando 
оз р y q; Aplicando Ja integración por partes y la fórmula 
== х#-1 (1 — z), obtendremos 


һ 
Bo. +й={ mama [Laa], + 
i Е 1 
++ \ and $ pr (1 — UA A dr = 
РЕ LE, + 
=p BP 9—5 В(р, 0+1). 


9) Esto se deduco de la relación (9.391. 
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De estas relaciones obtenemos la siguiente fórmula 
а н 
В(р, 4+1 prr ВР, 9). (9.42) 


De nn modo sumamente análogo obtenemos, рага р 2-0 y q > 0 
una relación. 


В(р+1, 9 = В(р, 0) (9.43) 


Las fórmulas (9.42) y (9.43) se denominan fórmulas do reducción 
рага la función B (р, q) La aplicación sucesiva de estas fórmulas 
reduce el cálculo de B (p, 4) para valores positivos arbitrarios do 
los argumentos al cálculo de esta función para valores de los argu- 
mentos del cuadrado semiabierto 0 < p <1, 0< 9<1. 

5. Relación entre las integrales de Euler. Realicomos en la inte- 


gral (9.35) un cambio de variable, suponiendo que г De 
resultas, obtendremos para B (p, q) la siguiente expre 
ер 
В(р, ф= $ Art. (9.44) 


Aprovechando la fórmula (9.41), obtendremos, a la par con (9.44), 
la siguiente expresión para В (p, q): 


ра 
во, = | -rip at (9.45) 
o 


Volvamos ahora a la expresión (9.36) рага Г (р). Con ayuda do la sus- 
titución z = ty, t > 0, transformemos esta expresión a la forma 


IA -. $ euy- dy, (9.445) 
з 
М! sustituir en esta fórmula р por р + q y ё, рог 1 + t, obtendremos 


retd 6 д 
Teto | eto dy, 
š 
Multipliquemos ambos miembros de la última igualdad рог pt 
е integremos respecto de £ desde 0 hasta оо. Evidentemente, de 
acuerdo con la relación (9.45), obtendremos la fórmula 


T(p+4)B(p, у= { de { yO AP IED dy. (9.47) 
1% 
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Si en el segundo miembro de la relación (9.47) se pueden cambiar 
de lugar los órdenes де integración respecto de £ e y, entonces, Le- 
niendo presente (9.46), obtendremos 


Г(р+ B ф— | ute dy | otet di 


И > 


urea TEL чус га») | ed (Г), 
è а 
es decir, quedará demostrada la valídez de la fórmula 


к(р},Г а) (9.48) 


В(р. 9 ~ рау 


Cerciorémonos abora de la posibilidad de cambiar el orden de in- 
tegración on el segundo miembro de (9.47). Con este fin se debe com- 
probar el cumplimiento de las condiciones del teorema. Suponga- 
mos, al principio, que р >1 y y > 1. Entonces, evidentemente, «e 
cumplen las condiciones del teorema 9.12. En efecto: 

1) la función f (t, y) = P-"y"*9-1e-10+bu es no negativa y con- 
tinua en el cuadrante ¿>0, y 20 


2) La integral $ за уау t | yie dy > 


A [Л 9 
es una función continua de £ para 2220, 


3) La integral ў, (e юам {ў ttet dy = Бру" 


os una función continua de y para y>- 


4) La convergencia de la intègral {а $ 10, y) de fue estable- 


cida por cálculo directo, н $ 
Así pues, cuando p >í y q> 1, es válida la fórmula (9.48) 
En cambio, si se cumplen sólo las condiciones p > 0 y q 2 0, resulta 
válida, según lo demostrado más arriba, la fórmula 
O ЕРА 
В(р+1, +1) =- Aa 
A partir de esta fórmula obtendremos de nuevo, con aguda de las 
еа do reducción para las funciones В (р, g) y T (р) la fórmu- 
la (9.48). 
6. Cálculo de las integrales delinidas con ayuda de las integrales 
de Euler. Las integrales eulerianas representan funciones no elemen- 
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tales bien estudiadas. Un problema se considera resuelto, si se re- 
duce al cálculo de las integrales eulorianas. 
Demos a conocer ejemplos de cálculo de las integrales corrientes o 
impropias, reduciéndolas a las integrales de Euler, 
1 Calculemos nna integral 
I= | at hayda. 
ч 


Volviendo a las fórmulas (9.44) y (9.48), obtendremos, evidentemente: 


1-8(5, 3). n „ач г(3). 


2. Calculemos una integral 
aye 
7 =$ зеп?-! q сов?! р dq. 
з 


Poniendo x = sen? q, obtendromos 


“4 1 
= а-в 


3 Volvamos а la integral 
БА 
ў sen”-! ọdẹ- 


Las 


Haciendo uso del resultado obtenido en el ejemplo 2 (hay que poner 
q — 1), hallaremos 


de 1) 068) , 
\ зеп йр Г (7) ES) (9.49) 
Tenemos ahora 
r( 2 Jena 5 
5 


t, y observando que fora es igual a 
а 


Suponiendo Y 7 


£ $ e-P dt, obtenemos, de acuerdo con el ejemplo analizado оп 
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el p.2, § 4 del capítulo 3 (integral de Poisson), 
T(+)=V2 


Por eso, la fórmula (9.49) toma la forma 


(9.50) 


$ 5. Fórmula de Stirling 
Recibe el nombre de Stirling la siguiente fórmula asimtótica: 
n= И anne (14 a), (0.51) 


donde an = 0 cuando п — оо 

Demostremos en este párrafo una fórmula más general que des- 
cribe, con una exactitud tan alta como se quiera, el comportamion- 
to de la gamma-función euleriana para valores grandes del argu- 
mento 


Г(А4-4) = ў ед. (9.52) 
; 
Con oste fin hagamos uso del así llamado método de Laplace 
que se apoya en la siguiente afirmación. 
Lema. Sea f (t) una función integrable para cierto а == 0 sobre 
un segmento |- n, al que puede ser representada en la forma 
23-1 
10 = 2 см*+О гв”) (9.5 
=, 
Еп este caso tiene lugar la siguiente fórmula asintótica 


n-i T(m 


{ etro а= J; can —— 


А m=0 2 


(9.50) 


PEMOSTRACIÓN. Sustituyamos la relación (9.53) en la integral que 
figura en el primer miembro de la fórmula (9.54) y tomemos en con- 
sideración que las integrales correspondientes a las potencias impa- 
ros de £ se anulan. Рага ostimar las integrales restantes, basta cer- 
ciorarse de que para m > 0 os válida la siguiente igualdad: 

1 
a r {m 
\ tme- дыз Ет). (eran), (9.55) 
ч 
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Represontemos la integral en el primer miembro de (9.55) en la 
siguiente forma: 


{ | ent a pra ц (9.50) 
Ч > Н 
En (9.50) transformemos la primera integral del miembro izquierdo, 
zando una sustitu i z = Ìt, y obtendremos 


п 
> = ad г (m+ 
[mentar let). z) - (9.57) 
» ye 

Notemos, ahora, que, cuando ^ 2> 1 y t> a, оз válida la si- 


guiente desigualdad: 
оты есм, 


Aplicando esta desigualdad, estimemos la segunda integral on 
el miembro derecho de (9.56) 


$ emiten dt eo $ EM dt aee- (11.585) 
De las desigualdades (9.56), (9.57) y de la estimación (9.58) se 
deduce la fórmula requerida (9.55). El lema está demostrado. 
Con el fin de aplicar este loma. realicomos on la integral (9.52 


una sustitución ё (1 |- x). Como resultado, la citada integral 
tomará la forma 


PAHA =A Hema {еен de (0.5 
3 


Denotemos con g (2) la siguiente función definida sobre una se- 
marrecta ш > l: 


ge) =sgnz- Иса 


)- (9.60) 


Entonces, la igualdad (9.59) puede escribirse así 


го =» (9.61) 


Nuestro objetivo consiste 
tótico, cuando 2. — +00, de la siguiento integ 
у= ў ero dr, (9.62) 


rtamiento asin- 
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Con este fin analicemos más detalladamente la función g (r) de- 
finida por la igualdad (9.60). Por cuanto 


E e=- (а (20) (9.63) 


la función g? (х) será estrictamente decreciente para —1 < x < 0, 
y estrictamento creciente, cuando z >> 0. De aquí se deduce que la 
función g (z) es estrictamente creciente en la semirrecta т> —1, 
con la particularidad de que como dominio de sus valores intervie- 
ne toda la recta numérica. Ahora, ya que la función g? (х) Исло en un 
entorno del punto z = 0 un desarrollo 


¿Ina а (7 F-0(0)) - 27-0029), 


existe tal función Ё (т), estrictamente positiva рага z > —1_ que 
se verifique la igualdad 


e (2) - ah (2). 


La función # (2) es infinitamente diforenciable para xz- 
por lo cual también será infinitamente diferenciable la func 


g (a) = т} ho. 

Tomando en consideración lo dicho más arriba, podemos afirmar 
«ue para la función y = g (z), дойліда por la igualdad (9.60), oxis- 
te una función inversa г = #71 (y) que es estrictamente creciente е 
infinitamente diferenciable en toda la recta numérica y satisface la 
condición g~ (0) = 0. 

Denotemos esta función inversa con el símbolo z = Ф (y). Apro- 
vechando sus propiedades citadas anteriormente, hallemos la asin- 
tótica de la integral (9.62). Resulta válido el siguiente teorema, 

Teorema 9.13. Supongamos que una función х = q (y) es inversa 
de la función y = g (х) definida por la igualdad (9.80). Entonces, 
para la integral (9.62) es válida la siguiente fórmula asintótica 


98 г (њ+-1 
10) = Уу у дај. 2-4-0. (060 
З A Е ES 


0 


cualquiera que sea el número п fijo. 
DEMOSTRACIÓN Fijemos un número positivo arbitrario a y ponga- 
mos b = ф (—a), с = q (a). Esto significa que a = g (с) = — (b), 
y, por consiguiente, —1 < b <0, у е2 0. 
Estimemos las siguientes dos integrales: 
» s 
Ls { o-is dz, 1,0)= f ero йл. (0.65) 


A z 
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Para estimar la primera integral, notemos que, cuando —1 < 
<< г < b, se cumple la desigualdad g (т) < —a, es decir, а? (2) > 
> ах, y, por Jo tanto, 

¿AR Ue, 
En tal caso 


y 
Lage { ar=(1— lbh e=, (9.66) 
A 


Análogamente se estima la integral 7, (А). Cuando z > с, во cum- 
plo la desigualdad g (z) > а, os decir, g* (2) > a”. Por consiguien- 
te, para А 2 1 y т >e, liene lugar la estimación 


E-ANO — pih- оа) <p Maig, 


De aquí obtenemos 


Руи 


(9.67) 


De las estimaciones (9.66) y (9.67), que se satisfacen por las inte- 
grales (9.65), obtenemos para la integral (9.62) Ja siguiento relación; 
тоу {ето da O (e=), (9.68) 
Realícomos on la integral (9.68) el cambio de la variable £ = 

— g (e), es decir, ж = q (0). Do resultas obtenemos 


10)= $ p-r’ (t) 0 (e=). (9.69) 


Por cuanto Ја función ф' (0) es infinitamente diferenciable, re- 
presentémosla, aprovechando la fórmula de Maclaurin, en la forma 


ses 
а= Y O а оз). 


Раға obtener la fórmula (9.64), queda por aplicar е] tema а la 
función f (0 = q (0). El teorema 9.13 está demostrado. 

Como conclusión de este párrafo, señalemos el siguiente método 
simple de calcular las derivadas ф* (0). De las igualdades (9.68) 
obtenemos 

Ай Жый 
OS a 
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Do esta igualdad se deduce una relación 


2 1 thew э Ер 
„1.96699. ор ро. 
e“ r = ГЇЛ u ГҮЛ 


De este modo, obtenemos la siguiente igualdad 
a (6) W (0) = 2t + 20р (0). (0.70) 
Diferenciando sucesivamente esta igualdad y suponiendo / =0, 


«leterminemos todas las derivadas ф^ (0). Llallemos, por ejemplo, 
los valores de Jas primeras tres derivadas de Ja función «р (£) on el 


о, 
Al diferenciar (9.70), obtenemos 
М (О + Фф =2 +2 (0 Eg). (0.70 
Pongamos 2 = 0 y tengamos en cuenta que q (0) = 0. Entoncos, 
q (0) = 2. es decir. q (0) =V Z. 
А! diferenciar Ja igualdad (9.74). obtendremos 
рефе + 2 (07 424) 


Igualando а coro 7, obtenemos Зу р” (0) =41 2, ез decir, 4" (0) = 
= 4/3, Anúlogamente, de la igualdad 


EA APN = 2 (7 Е р"), 


obtenemas р” (0) = y T3 
Por consiguiente, la fórmula (9.64) puede escribirse en la forma 


EIN гыз оа) ҮЛ 
(у= Ё ше + VE VE" (972) 
Sustituyamos la igualdad (9.72) en (4.61) y tomemos en consi- 


deración que (1/2) = Vx, T(3/2) = 1:21 (12) = V 342. Obtone- 
mos, como resultado: 


PAH) = V Zakhem (14 r t A). (0.73) 


ге 


Escribamos los primeros cinco términos del desarrollo asintótico de la 
gamma-función de Euler: 


i 
25817 


DOHA) = ео (1 + 


sa 
E 


Señalemos sin demostración que el resto de la serie asintólica no 
sobrepasa el último sumando retenido 
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3 6. Integrales múltiples dependientes de un parámetro 


1. Integrales múltiples propias dependientes de un parámetro. 
Sea г = (21, л... ., Xm) un punto arbitrario del dominio D del 
espacio euclideo m-dimensional £”, y sea y = (Yi. Ya, - +» Yi) un 
punto del dominio Q del espacio El, Denotemos con el símbolo 
D x О un subconjunto (1 + m)-dimensional de un espacio euclideo 
compuesto por todos los puntos 3 = (д, Z2. . . ., Zm+1) de tal índole 
que el punto (д. Ze, . . -+ Zm) pertenece а D, y el (241, +... 
2.5, Zm +4) pertenece а Q. En este caso se empleará frecuentemente 
la designación z = (x, y) ЄР х Q. La clausura del dominio D se 
devotará con el símbolo Ø. Es fácil ver que la clausura D X Q coin- 
vide con la D х 9. 

Sea f (т, y) una función definida en D х Q, con la particulari- 
dad de que para todo yo € Q la función f (2, yo) es int ograble res- 
pocto de т en el dominio D. Entonces, la función 


= | f(e. dz, (9.7%) 
ù 


definida en el dominio Q se Hamará integral dependiente del pará- 
metro y. Notemos que el parámetro y es un vector l-dimensional y. 
por consiguionte. la integral (9.74) depende do / parámetros numéti- 
E yp P ora 

Por suma analogía con los teoremas 9.9—9,12 se demuestran Los 
siguientes teoremas. 

Teorema 9.14 (sobre continuidad de la integral (9.74) respecto 
de un parámetro). Si una función f (x, y) es continua con relación 
а la totalidad de argumentos en el dominio cerrado D x ©, la fun- 
ción (9.74) representa una función continua del parámetro y еп el do- 
mino б. 

Teorema9.15 (sobre integrabilidad de la integral (9.74) res pecto 
del parámetro). Si una función f (z, y) es continua con relación a la 
totalidad de argumentos en el dominio D х ©, la función (9.74) puede 
integrarse respecto del parámetro bajo el signo de integral, es decir, 


| dy = \ daf ус, way. 
ù 2 

Teorema 9.16 (sobre diferenciabilidad de la integral (9.74) res- 
pecto de un parámetro), Si una función f (т, y) y su derivada parcial 


СА son continuas en D > ©, la integral (9.74) tiene en el dominio 
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p н” Я В 
Q una derivada parcial continua 2. y, además, se verifica una des- 
igualdad 


9 „ү жы 
дук - 


Р 

2. Integrales múltiples impropias dependientes de los parámetros. 
El concepto de integral múltiple impropia dependiente de los pará- 
metros se podría introducir de una manera igua] а la que se ha em- 
pleado en el punto antecedente para el caso en que la función / (т, y) 
so definía en D XQ, donde D с E" y QC El. Sin embargo, el mayor 
interés representa un caso en que D = ©, el cual se estudiará aquí 
Además, smpoudromos que / (z, y) — F (x. y) g (2). donde F (z, y) 
escontinua en D x D, cuando z y, y la función g (т) es acotada 
en D. De este modo, analizamos las integrales de la forma 


к= Р(х, year, (9.75) 
В 

donde la función subintegral puede tener singularidades sólo нанда 
2 = y. Es de interés para nosotros la cuestión de continuidad de las 
integrales do la forma (9.75) respecto del parámetro y. Con este mo- 
tivo introduzcamos la siguiente definición de conrergencia uniforme 
de la integral (9.75) en un punto. Denotemos con el símbolo A (yo, б) 
mna bola de radio б con centro en el punto yo- 

Definición. La integral (9.75) se llama convergente uniformemente 
respecto del parámetro y en el punto yo€ D, si para todo e > 0 puede 
indicarse tal б > 0 que К (yo, ё) < D y para todo dominio cubicable 
w сс К (уо. 5) y todos los puntos y ЄК (ya. 6) se verifica la desigualdad 


| $ F(z, уув (2) dr[<e. 

Teorema 9.17. Si la integral (9.75) es uniformemente conver gente 
respecto de y en el punto yo € D, será continua en este punto yo. 

DEMOSTRACION. Se necesila demostrar que para todo е > 0 existe 
un 6 > 0 tal que, cuando | y — уо | < 8. se cumple la desigualdad 
1 V (1) — V (uo) | <e. De la definición de convergencia uniforme 
en un punto proviene la existencia de ta б, > 0 que К (yo, б) С D 
у, para уЄ К (Yo, бу). 


|} F (z, y) g ба) dz | <el3. (9.76) 
Pongamos a 
Vi (0) = \ F(z, y) g (2) dr, 


Valu)= | Р, y)g (2) ат. (9.77) 


| 
} 


йк 
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De la desigualdad (9.76) se deduce que para | y — yo | <8, 
IY (01 <еЗ. (9.78) 


Notemos ahora que, cuando z Є DNK (yo, 61) e y € K (Yo, 81/2), 
la función F (z, y) será uniformemente continva en la totalidad de 
argumentos. Por consiguiente, existe un número positivo 3 <6,/2 
de tal índole que, para | y — yo | <Ô, se verifique la desigualdad 


ПА yo) — F (x, y) | < e/3M |D \, 


ión g, y | D |, ol voln- 
Ly — Ya | <6, tonemos 


donde Af es u 
men dol domi 


WTEM È IE y Ре, y deces. (9.79) 
охкй„ 8p 


De las relaciones (9.77) — (9.79) se deduce que para |(у — yo | < 


ПИ) = F) E V СОТА I Va (o) I1- (0) 1 
= Va (y) е 


(вогеша está demostrado. 
Soñalemos una condición suficiente de convergencia uniforme do 
la integral en un punto que se encuentra con mayor frecnencia en 
las aplicaciones. 

Teorema 9.18. Supongamos que una función F (т, y) es continua en 
D ~ D para т + y, y la función g (х) es uniformemente acotada en D 
Admitamos que existen unas constantes 2, 0 <A <m, y с > 0 tales 
que para cualquier x E D, y ED se verifique la desegualdad 


AE (9.80) 


En estas condiciones la integral (9.75) es uniformemente conver- 
gente respecto de y en cada punto Yo ED. 

DEMOSTRACION. Sea ya un punto arbitrario del dominio D. Es ne- 
cosario demostrar que existe un 5 > 0 tal que para cualquier domi- 
mio cubicable w = K (yo, б) y todos los y € K (ya. б) хе cumpla la 
desigualdad 


|} Р(х, n (тух |<, (9.81) 


cualquiera que sea е 2> 0. 
Aplicando (0.80) y aprovechando el hecho de que g ix) es acotada, 
obtenemos 


|| К, neo a] 


са { lt de 
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Fijemos un punto y € K (Yo. 6) y notemos que de la condición 
w = К (yo, 5) se desprende una inclusión «+ с K (y, 28). Por con- 
siguiente, 


с 17—017. (0.52) 
кз 


15 Р(х, ngin da| 


Al pasar en la integral del miembro derecho en (9.82) a las coor- 
denadas esféricas con centro en el punto y (véase сар, 2, $ 5, p. 5°. 
obtendremos 

2 
\\ Pix. eto dr] < os | нта 


w У 


ед" 


De aquí proviene que al elegir $ suficientemente pequeño, obtendre- 
mos la desigualdad (9.81). El teorema está demostrado. 

3. Suplemento a la teoría del potencial newtoniano. Supongamos 
que en cierto punto Pe (т, у, 2) se ubica una masa mo. De acuerdo con 
la ley de gravitación universal, Ја masa m ubicada en un punto 
М (E. 1 E) se encuontra bajo el ofecto de la fuerza 


donde R=p (Pa, М) = И 
tante de gravitación universal; т = ДГА es ol vector unidad cuya 


dirección coincide con la dirección del vector 7517. Considerando 
т = 1, y la masam = 1, obtendremos la fuerza de la gravedad 


92; y es ln cons- 


ж t-s). 


Es evidente que el potencial de la fuerza de gravedad, definido como 
una función escalar u tal que Р = grad u, es igual a 


2=— 


то 
=, 

Si la masa está concentrada по en el punto Р, (z, y. 2), sino viene 

distribuida por el dominio D con una densidad р (x, y, 2). entonces. 
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para el potencial de la fuerza de gravedad y para los componentes 
de Ja fuerza de gravedad obtendremos las siguientes expresiones: 


u, n, D= | f { LERA da dyaz, (9.83) 
А 


* EA 2) de dy dz, 


у- (ребра 


2 1112622690 


(n—y) dz dy de, (9.84) 


No es difícil mostrar que las integrales (9.84) representan deri- 
vadas parciales del potencial (9.83). Por cuanto las funciones subin- 
tegrales en Jas integrales (9.83) y (9.84) se mayorean mediante la 


función a donde à = 1 para Ja integral (9.83), y 2 = 2, para la 
integral (9.84), entonces, en virtud del teorema 9.18, las integrales 
citadas convergen uniformemente en cada punto M ($, y, E). Por 
consiguiente, de acuerdo con el teorema 9.17, estas integrales re- 
presentan las funciones continuas del punto M (E. n, £). 


Сарйшо 10 
SERIES E INTEGRAL DE FOURIER 


Por el curso del álgebra lineal se сопосо que sı elegimos cierta 
baso on un espacio lineal de dimensión finita, cualquier elemento del 
espacio lineal citado puede ser desarrollado según dicha base (y, 
además. de un modo único). 

Un problema mucho más complejo consiste en elección de la base 
y en desarrollo según la base para el caxo de espacio de dimensión 
infinita, 

En este capítulo el problema planteado se estudia para el caso 
de los así llamados espacios euclídeos de dimensión infinita y рага 
las bases do un tipo especial (Mamadas bases ortonormalizadas). 

Con una atención más cirounstanciada se estudia una baso їогтил- 
da en el espacio de todas las funciones continuas a trozos por el 
así llamado sistema trigonométrico. 

El desarrollo de una función en la así lamada serie de Pourier!), 
estudiado en este capítulo, es una generalización de la idea del 
desarrollo de la función según una base. 

Siempre en este capítulo la integral se entiende en el sentido 
de Riemann 


3 1. Concepto de los sistemas ortonormalizados 
y de la serie general de Fourier 


En ol párrafo presente so examinará un espacio cuclídeo arbi- 
trario de dimensión infinita ?). Para mayor conveniencia, aduzcamos 
la definición de espacio euclideo. 

Definición 1. Un espacio lineal R se llama euclideo, si se cumplen 
las siguientes dos exigencias: 

1) se conoce la regla, de acuerdo con la cual a cualesquiera dos 
elementos } y g del espacio R se les pone en correspondencia un nimero 
denominado producto escalar de dichos elementos y denotado con el 
símbolo (f, g); 

2) la regla citada satisface los siguientes ariomas: 

1°. (f, £) = (g. f) (propiedad conmutativa). 

2°. (F + g, h) = (f. h) + (g. h) (propiedad distributiva) 


1) J. Fourier (1772—1837), matemático francés, 

2) Suele decirse que un espacio lineal es do dimensión infinita, si өн dicho 
espacio existo un número cualquiera, prefijado de antemano, de elementos lt- 
nealmento independientes 
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3. (Af, g) = À (f, g) para cualquier número real h. 

&. (, AN> 0. si f #0), (7, f = 0, si f= 0. 

De ejemplo clásico de espacio euclídeo de dimensión infinita 
sirve el espacio de todas las funciones continuas a trozos sobre cierto 
segmento а < х < b 

Siempre en este capítulo entenderemos por función ў (т), continua 
а trozos sobre el segmento [a, b], una función de tal índole que es 
continua еп todo punto del segmento [а, 5], a excepción, quizás, de 
un número finito de puntosz (2 = 1,2, ... ., n), en los cuales tiene 
discontinuidad de primera especie, con la particularidad de que en 
cada punto de discontinuidad т; dicha función satisface la condi- 
ción 


1а) = LEO FIELD (10.4) 


Así pues, en este capítulo exigimos siempre que la función continua 
a trozos f (x) satisfaga en cada punto de discontinuidad x; la condi- 
ción (10.1), es decir, sea igual a la semisuma de los valores límites dere- 
cho e izquierdo. Notemos que on cada punto, en el cual la función 
Ие continua, la condición del tipo (10,1) es automáticamente 
válida. 

Un producto escalar de dos elementos cualesquiera f (2) у g (x) 
del espacio de todas las funciones continuas a trozos sobre el seg- 
mento а < х < Ь lo denotemos del modo siguiente 


a 


0. D= | 17). (10.2) 


La existencia de la integral (10.2) де un producto de dos funciones 
continuas a trozos no causa dudas algunas. Es fácil comprobar la 
validez. para el producto escalar (10.2), de los axiomas 1°—4°, La 
validez del axioma 4° es evidente. La validez de los axiomas 2° y 
3° se deduce de las propiedades lineales de la integral. 
Detengámonos en la demostración del axioma 4°. Por cuanto es 


obvio que siempre (f, /) = ў Р (2) dz > 0, basta mostrar que de la 


b 


igualdad (f, f) = { f (o) dí — 0 se deduce que / (1) = 0. es decir, 


es un elemento nulo dol espacio en consideración. Ya que f (x) es una 
función continua a trozos sobre el segmento la, bl, este último se 


1) 0 denota el elemento nulo de un espacio lineal. 
21560 
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desintegra en un número finito de segmentos parciales (2;-4, т}, on 
cada uno de los cuales f (т!) es continua. 
> 


De la igualdad { P (ж) de = 0 se deduce que para cada seg- 


mento parcial (2,1. 2:1 también tenemos 
Й 
je (2) dx=0. (10.3) 
Far 
Mas, de Ja igualdad (10.3) y de la continuidad de f? (2) sobre el sog- 
mento lzi- 21) proviene que f (2) == 0 en lzi- 2113). 

Por cuanto la última igualdad es válida para сайа segmento 
parcial y еп los puntos de discontinuidad rige la relación (10.1), 
entonces f (x) = 0 en todo el segmento la, 0]. La validez del axio- 
ma 4? está establecida. 

Con esto queda demostrado que el espacio de todas las funciones 
continuas a trozos sobre el segmento [а, b] es espacio euclideo con el 
producto escalar (10.2). 

Establezcamos la siguiento propiedad general do cualquier espa- 
cio enclídeo. 

Teorema 10.1. En todo espacio euclideo para cualesquiera dos ele- 
mentos f y g se cumple la siguiente desigualdad 


(, g} << (0, Ne 0), (10.4) 


llamada desigualdad de Cauchy—Buniakovski. 
DEMOSTRACION. Para cualquier número real A 


(0 — в, M— e) 20. 


En virtud de los axiomas 1°—4°, la última dosigualdad puede escri- 
birse en la forma 


At (f, f) — 2A (0, в) + (8, &) 22 0. 


La condición necesaria y suficiente para que el último trinomio cua- 
drado sea no negativo consiste en el carácter no positivo de su 
discriminanto, es decir, en la designaldad 


(6 — (0. Ne в) < 0. (10.5) 
Do (10.5) se deduce en seguida (10.4). El teorema está demostrado. 


1) En esto caso los valores de f (z) en los puntos de frontera z4., у т, de cada 
segmonto тү, т] suponemos ser iguales а los valores limites do f (sia, + 0) 
y de f(z; — 0), rospectivamente. 

2) “Pues, en el $ 6, cap. 1, v. II se ha demostrado que si una función єз con- 
tinua, no negativa y no igual a сете lénticamente sobre un segmento dado, Ја 
integral de dicha función extendida al segmento dado es superior а cero. 
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Nuestra tarea de turno es introducir en el espacio cuclídeo que se 
considera el concepto de norma de cada elemento. 

Pero, en primer lugar recordemos la definición de espacio nor- 
mado lineal. 

Definición 2. Un espacio lineal R se llama normado, si se cum- 
plen las siguientes dos exigencias: 

1) se conoce la regla, por medio de la cual а todo elemento f del es- 
pacio R se le ропе en correspondencia un número real llamado norma 
del elemento citado y denolado con el símbolo || f ll; 

2) la regla citada satisface los siguientes axiomas: 

1. 1/7 :>>0. si 75 0, ПУ = 0, si f == 0. 

E ПАИ = ТАШУ para cualquir elemento f y todo número 
real }. 

3°. Para cualesquiera dos elementos f y g se cumple la siguiente 
desigualdad 


MIE MSN А. (10.6) 
llamada desigualdad triangular (o desigualdad de Minkowski). 


Teorema 10.2. Todo espacio euclideo es normado, si la norma de 
cualquier elemento f en él definimos mediante la igualdad 


ЕА (10.7) 


DEMOSTRACIÓN. Es suficiente convencerse de que рага la norma 
definida por la relación (10.7) son válidos los axiomas 1°—3° de la 
definición 2. 

La validez del axioma 1° se deduce en seguida del axioma 4% 
para un producto escalar. La validez del axioma 2° tambión se deduce 
casi directamente de los axiomas 1° y 3° para un producto escalar. 

Resta por convencerse de la validez del axioma 3°, es decir, de la 
desigualdad (10.6). Apoyémonos en la desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski (10.4) que escribamos en la forma 


IG, ASV DV E 0). 

Cou ayuda de la última desigualdad y los axiomas 1°—4° para un 
producto escalar y de la definición de norma (10.7), obtenemos 
1 И ЕЮ) ИЙ, AFG, DF (а, DS 
<= Уф, DFV NV E OFE A= 
=V iV DAVE D =V G ПА 0 NA 


El teorema queda demostrado. 

OBSERVACIÓN. Por supuesto, el producto escalar (y la norma) 
puede introducirse en cada espacio euclideo de una manera no única. 
En lo que sigue nos será suficiente que en el espacio enclídeo en con- 
Ее 
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sideración existe al menos un método de introducir un producto esca- 
lar. Al fijar el método. definiremos siempre la norma del espacio 
euclídeo en consideración mediante la relación (10.7). Por ejemplo, 
en un espacio de todas las funciones continuas a trozos sobre el seg- 
mento la, b} la norma se define, de conformidad con (10.2) median- 
te la cenación 
¿Y 
u=} \ (хах, (10.85) 


y la desigualdad triangular (10.6) tiene por expresión 


#5 ан r5 
y [rotes } rua y [eeur a09 


Introduzcamos el concepto de elementos ortogonales del espacio 
euclídeo dado. 

Definición 3. Dos elementos de un espacio euclideo ў y g se Патап 
ortogonales, si el producto escalar de estos elementos (f, g) es igual a cero. 

Veamos en un espacio euclídeo arbitrario R de dimensión finita 
wna sucesión de elementos 


Po Po +++ no з. (10.10) 
Definición 4. La sucesión (10.10) se denomina sistema ortonormali- 
zado, si los elementos que la integran son ortogonales dos a dos y tienen 
norma igual a la unidad. 
A título de ejemplo clásico de sistema ortonormalizado en el 
espacio de todas las funciones continvas a trozos sobre el segmento 
a << л sirve el así lamado sistema trigonométrico 


1 соз ma пх 
чк, уб A (10.11) 


El lector comprobará con facilidad que todas las funciones 
(10.11) son ortogonales dos a dos (ер ol sentido del producto escalar 
(10.2) tomado para а = —л, b = л) y que la norma de cada una do 
estas funciones (definida mediante la igualdad (10.7) para a — —л, 
b = п) es igual a la unidad. 

En las matemáticas y sus aplicaciones se encuentran a menudo 
diferentes sistemas ortonormalizados de funciones (en Jos conjun- 
tos correspondientes). 

Не aquí ulgunos ejemplos de tales sistemas. 

1°. Polinomios definidos por la igualdad 


PUD na 
== nsa. 


1 
Pr 


suelen lHamarso polinomios de Legendre. 
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No es difícil convencerse de que las funciones 


ҮСЕ pata) (00,12 00 


formadas con ayuda de estos polinomios, constituyen (sobre el segmento —1 < 
<< 1) un sistema ortonormalizado de funciones. 


Z; Los polinomios definidos mediante las igualdades То (2) яш 4. Tn (z) = 
= 21-1 cos n (arccos z) pora n = 1,2, . . ., llevan el nombro de Chébishev. Entro 
todos los polinomios de n-ésimo grado, cuyos coeficientes de 2" son iguales a la 
unidad, el polinomio do Chébishev 7, (2) se caractoríza por el máximo del mó- 
glo más pequeño sobre el segmento —1 < = < 1. So puede mostrar que las 
unciones 


Фа r 


obtenidas con ayuda del poliuomio de Chébishev, forman un sistema ortonor- 
malizado sobre ө] segmento —{ <<< 3. 

3%, Wn la teoría de las probabilidades so emplea frecuentemente el así Па- 
mado sistema de Rademacher у 


Ma С = p а) (n= 0, 1, 2, 


donde y (0) = sgn (sen 27t) 

Se puede demostrar que este sistema es ortonormalizado sobre el segmento 
osrgi. 

4. En una serie de investigaciones referentes a la teoría do funciones se 
emplea el así Hamado sistema de Haar?) que es ortonormalizado sobre el segmen- 
to 0 < т < 1. Los elementos de este sistema 0) (2) se definen, para todos los 
n= 0, 4, . . ., y para cualquier k que toma los valores 1, 2, 4, ..., 2". Tienen 
por expresión 


22 21 
рага зү 2р ә 
дш (ху 2к—1 2k 


-yT рата <A >» 
O en los puntos restantes do [0, 4). 


Cada función de Haar representa un escalón del mismo tipo que la función 

VE епп y sobre un segmento [—2-("*D, 2-*D], Para cada número fijo n, 
este vscalón se desplaza, al aumentar el valor de k, a la derecha. Fuera del esca- 
lón correspondiente cada función de Haar siempre es idénticamente igual a сого 


Supongamos que ер un espacio euclideo arbitrario R de dimensión 
infinita viene dado un sistema ortonormalizado arbitrario de ele- 
mentos (Ya). Veamos un clemento cualquiera j del espacio R- 


h» M. Rademacher (n. 1892), matemático alemán. 
2) A. Haar (1885—1933), matemático húngaro 
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Definición 5. Llamemos serie de Four+er del elemento f según el 
sistema ortonormalizado (xt) а una serie de la forma 


У, fhe (10.12) 


[к 


en la que соп fy están designados números constantes llamados coefi- 
cientes de Fourier del elemento ў y definidos mediante las igualdades 


= Bm k=1,2... 


Resulta natural denominar una suma finita 
5.= 2 fot (10.13) 
mos 


n-ésima suma parcial de la serio de Fourier (10.12). 

Examinemos. a la par con 1а n-ésima suma parcial (10.13), una 
combinación arbitraria de los primeros п elementos del sistema 
ortonormalizado (pa) 

БУ 


М оь (10.14) 
“= 


con cualesquiera números constantes scr Es 

Aclaremos qué hace diferir la ma suma parcial de la serie 
de Fourier (10.13) de las demás snmas (10.14). 

Convengamos en llamar una magnitud || f — g || desviación de 
g con relación a f (según la norma del espacio euclideo dado). 

Tiene lugar el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 10.3. Entre todas las sumas de la forma (10.44) la des- 
viación minima con relación al elemento f en norma de un espacio 
euclídeo dado tiene la n-ésima suma parcial (10.13) de la serie de 
Fourier del elemento j. 

DEMOSTRACION. Teniendo presente el carácter ortonormalizado del 
sistema (ya) y aprovechando Jos axiomas del producto escalar, pode- 
mos escribir 


{2 an- (5 ол Y m1) = 


= Y Ci р) 2 № 0 wH, N= 
1 к 


Съ +ПЛ 


È Ch È lit. 
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Así pues, 
|2 cwilt Ў eare- я. 10.15) 
a a a 


En el primer miembro de (10.15) figura el cuadrado de la desvia- 
ción de la suma (10.14) con relación al elemento f (según la norma de 
un espacio euclídeo dado). La forma del segundo miembro de (10.15) 
doja constancia de que el citado cuadrado de desviación es mínimo 
cuando Съ = f» (pues, en este caso, la primera suma en el segundo 
miembro de (10.15) se anula, y los sumandos restantes en el segundo 
miembro de (10.15) no dependen de Ca). El teorema está demostrado, 

Corolario 1. Para un elemento arbitrario f del espacio euclídeo dado 
y cualquier sistema ortonormalizado {чь}, siendo arbitraria la elección 
de las constantes Су, se cumple la desigualdad 


me 3 h <| 2 Cao. (40.16) 


cualquiera que seu 

Ya desigualdad (10.16) es un corolario inmodiato de la identidad 
(10.15). 

Corolario 2. Раға un elemento arbitrario f del espacio euclideo dado, 
todo sistema ortonormalizado (Y, ) y cualquier número n, se verifica la 
igualdad 


2 еле En. (40.47) 


llumada frecuentemente identidad de Bessel *). 
Para demostrar la igualdad (10.47). basta poner en (10,15) Ca = 


= Jr. 
Teorema 10.4. Para cualquier elemento f de un espacio euclideo da- 
do y todo sistema ortonormalizado {рь } se cumple la siguiente desigualdad 


SIS (10.18) 


llamada desigualdad de Bessel. 
DEMOSTRACION De lo que el primer miembro de (10.17) es no nega- 
tivo se deduce que para cualquier número n 


SS (10.19) 


1) F. Bessel (1784—1840), astrónomo y ma temático alemán. 
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Pero, esto es indicio de que la serie de términos no negativos que fi- 
gura en el primer miembro de (10.18) cuenta con una sucesión acota- 
da de sumas parciales, por Jo cual es convergente. Pasando en la de- 
sigualdad (10.19) al límite para п —> оо (véase teorema 3.13, v. 1), 
obtendremos la desigualdad (10.18). El teorema está demostrado. 

Volvamos, a título de ejemplo, al espacio de todas las funciones 
continuas a trozos sobre el segmento —д < т < л, y, en dicho espa- 
cio, a la serie de Fourier según el sistema trigonométrico (10.11) 
(esta serie suele llamarse serie trigonométrica de Fourter). Para cual- 
quier función / (2), continua a trozos sobre el segmento —л < £ < хл, 
la citada serie de Fourier tiene por expresión 


е а 1 $ т соз Аг з К: 9 
чы) SE 72). (10.20) 


donde los coeficientes de Fourier Ja y fa se definen por las fórmulas 


a 
1 


ъ= { 1б) dz, 


Га A ё 1 A 
=> | у) созбе, J= 1 (2) sen kz dz, 
Д y a= Í 


a 


(к=1‚2,...). 


La desigualdad de Bessel, válida para cualquier función f (z), conti- 
nua a trozos sobre el segmento —л < = < л, tiene por expresión 


RAY @-+Л) } Pa. (10.24) 
ә EA 
La desviación de f (т) con relación a g (х) en la norma es igual en 
este caso a la así llamada desviación media cuadrática, 
ҮЛ, E 
Ш=е1= И} ife- eaz. (10.22) 
Además, en la teoría de las series trigonométricas de Fourier está 
aceptada la forma de notación un poco diferente tanto para la propia 
serie de Fourier (10.20), como también para la desigualdad de Bessel 
(10.24). A saber, la serie trigonométrica de Fourier (10.20) se escribe, 
corrientemente, en la forma 


$ + (ау cos kz- bs sen kz), (10.20) 


ñ=1 
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donde 


(10.23) 


$ (2) sen kz de 


(к=1, 2, ...) 


Con tal forma de notación la desigualdad de Bessel (10.21) tiene 
por expresión 
343 (+54 | ^ол. (10,241) 


һа == 


observación. De la desigualdad de Bessel (10.21”) so deduce que 
para cualquier función / (z), continua a trozos sobre el segmento 
л < х < л, las magnitudes a, y br (llamadas coeficientes trigono- 
métricos de Fourier de la función f (x)) tienden а cero cuando k — оо 
(en virtud de la condición necesaria de convergencia de la serie en el 
primer miembro de (10.24')). 


$ 2. Sistemas ortonormalizados cerrados y completos 


Examinemos, al igual que en el párrafo antecedente, un sistema 
ortonormalizado arbitrario {a} en un espacio euclideo arbitrario Æ 
de dimensión infinita. 

Definición 1. Un sistema ortonormalizado {уь ) se denomina cerrado, 
si para cualquier elemento f de un espacio euclideo dado R y para todo 
número positivo e existe tal combinación lineal (10.14) de un número 
finito de elementos de {pr}, cuya desviación con relación a f (según la 
norma del espacio R) sea inferior a e. 

Dicho de otro modo, el sistema {зр} se Пата cerrado, si todo ele- 
mento f del espacio euclídeo dado R puede ser aproximado según la 
norma de este espacio con cualquier orden de exactitud mediante com- 
binaciones lineales de un número finito de elementos de (y). 

OBSERVACIÓN і. Omitimos la cuestión de si en cada espacio existen 
sistemas ortonormalizados cerrados. Nolemos que en el capítulo 2 
se estudia una subclase importante de espacios euclídeos, los así Ha- 
mados espacios de Hilbert, y se establece la existencia en cada ospacio 
de esta índole de los sistemas ortonormalizados cerrados. 
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Teorema 10.5. Si un sistema ortonormalizado (y, ) es cerrado, para 
cualquier elemento f del espacio euclideo en consideración. la desigualdad 
de Bessel (10.18) se convierte en una igualdad еласа 


z Ж = 11/1, (10.24) 


{атада igualdad de Parseval *} 

DEMOSTRACIÓN. Fijamos un elemento arbitrario ў del espacio euclí- 
deo en consideración y un número positivo arbitrario е. Por cuanto el 
sistema {ф,) es cerrado, existo tal número п y tales números 
Cis Ca, ..., Cn, que el cuadrado de la norma que figura en el segun- 
do miembro de (10.16) sea inferior a e. En virtud de (10.16), esto 
рге que para e >0 arbitrario se encontrará un número n, para 
el спа 


IHP- E Ае. (10.25) 


Para todos Jos números que sobrepasan el número citado л, la des- 
igualdad (10.25) será con mayor razón válida, pues, al crecer ny la 
suma en el primer miembro de (10.25) sólo puede aumentar. 
Hemos demostrado, pues, que para e > ( arbitrario se encontrará 
un número л, a partir del cual queda válida la desigualdad (10.25). 


Junto con la desigualdad (10.19) esto significa quo la serie Ù fh 


converge hacia la suma || f |. El teorema está demostrado, 
Teorema 10.6. Si un sistema ortonormalizado {чуу} es cerrado, enton- 

ces, cualquiera que sea. un elemento f, la serie de Fourier de este elemento 

converge a él en la norma del espacio euclídeo en consideración, es decir, 


ит | S л 70. (10.20) 
по д 

DEMOSTRACIÓN. La afirmación de este teorema se deduce inmedia- 
tamente de la igualdad (10.17) y del teorema anterior. 

OBSERVACIÓN 2. En el espacio de todas las funciones continuas а 
trozos sobre el segmento —д < = < л la convergencia en la norma 
(10.28) se convierte en la convergencia en media sobre dicho segmente 

véase p. 3, $ 2, cap. 1). De este modo. si demostramos el carácter 
cerrado del sistema trigonométrico (10.11), el teorema 10.6 afirma- 
rá que para toda función f (z), continua a trozos sobre el segmento 
—a «С хл la serie trigonométrica de Fourier de dicha función 
<опуетде hacia la misma en media sobre el segmento dado. 

Definición 2. Un sistema ortonormalizado (ф,) se denomina com- 
pleto, si no eziste (a excepción del elemento nulo) ningún otro elemento 


1) М. Parseval (m. en 1836), matemático francés. 
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f de un espacio euclideo dado que sea ortogonal a todos los elementos py 
del sistema (Mw). 

De otras palabras, el sistema {зр} se denomina completo, si 
cada elemento /, ortogonal a todos los elementos sp, del sistema (px) 
es elemento nulo. 

Teorema 10,7. 
pleto. 

DEMOSTRACION. Sea fipa} un sistema cerrado, y sea f, un elemento 
cualquiera del espacio euclídeo dado, ortogonal a todos los elemen- 
tos ap, dol sistema (pa). 

Entonces, todos los coeficientes de Fourier f} del elemento f con 
relación al sistema {зр} son nulos y, рог lo tanto, en virtud de la 
ecnación de Parseval (10.24), también || f || = 0. La última igualdad 
(en virtud del axioma 1° para la norma) significa que f = 0. El teo- 
rema está demostrado. 

observacion з. Hemos demostrado gue en un espacio euclideo ar- 
bitrario el carácter cerrado del sistema predetermina la completitud 
de éste. En el cap. 11 se dará un ejemplo a mostrar que en un espacio 
euclideo arbitrario de la completitud de un sistema ortonormalizado 
no proviene, en el caso general, el carácter cerrado del sistema mencio- 
nado. Demostraremos, además, que para una clase muy importante 
de espacios euclídeos (los así Mamados espacios «le Hilbert) la comple- 
titud del sistema ortonormalizado es equivalente a su carácter се- 
rrado. 

Teorema 10.8. Para todo sistema ortonormalizado completo (y, con 
mayor, para todo sistema cerrado) {рх}. dos elementos diferentes f y g 
del espacio euclideo en consideración no pueden tener las series de Fou- 
vier iguales. 

DEMOSTRACION. Si Lodos los coeficientes de Fourier de los elemon- 
tos f y g coincidieran, todos los coeficientes de Fourier de la diferen- 
cia f — g serían iguales a cero, es decir, la diferencia f — g sería 
ortogonal a todos los elementos wpa del sistema completo (1,3. Mas, 
esto significaría que la diferencia f — g es un elemento nulo, es decir, 
los elementos f y g coinciden. El teorema está demostrado. 

Cou esto finalizamos el examen de la serie general de Fourier con 
relación al sistema ortonormalizado arbitrario en cualquier espacio 
euclídeo. 

Nuestro objetivo de turno consiste en el estudio detallado de la 
serie de Fourier con relación al sistema trigonométrico (10.11). 


do sistema ortonormalizad> cerrado (yy) es com- 


$ 3. Carácter cerrado del sistema trigonométrico y 
corolarios 


1. Aproximación uniforme de una función continua mediante po- 
linomios trigonométricos. En este párrafo se establecerá el carácter 
cerrado (y, por consiguiente, la completitud) del sistema trigonomé- 
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trico (10.11) en el espacio de todas las funciones continuas а Lrozos 
sobre el segmento —л < z < л. Pero, antes de proceder соп la demos- 
tración del carácter cerrado del sistema trigonométrico, demos a co- 
nocer un teorema importante sobre la aproximación uniforme de una 
función continua mediante los así llamados polinomios trigonomé- 
bricos. 

Llamemos polinomio trigonométrico a una combinación lineal ar- 
bitraria de cualquier número finito de elementos del sistema (10.11), 
es decir, una expresión de la forma 


T(a)= >+2 (С, соз kz 4-С, sen hz), 

=. 
donde n ез un número cualquiera, у Ta, C (Е = 1, 2, ..., п) son 
números reales constantes arbitrarios. 

Ho aquí dos afirmaciones sumamente elementales: 

1°. SLP (x) es un polinomio algebraico cualquiera de grado arbitra- 
rio n, P (cos т) y P (sen х) son polinomios trigonométricos. 

°. Si Т (z) es un polinomio trigonométrico, cada una de las expre- 
siones T (z)-sen z y T (х)-зеп? х también será un polinomio trigono- 
métrico. 

Ambas afirmaciones se deducen de lo que un producto de dos (y, 
por eso, de cualquier número finito) funciones trigonométricas ! 
del argumento £ so reduco a una combinación lineal de un número 
finito do funciones trigonométricas de los argumentos del tipo Ат 
(que el mismo lector se сегсіоге de esto). 

En la teoría de las sorics trigonométricas de Fourier un papel im- 
portante desempeña el concepto de función periódica. 

Una función } (x) se denomina periódica de período T, si: 1) f (2) 
está definida para todos los números reales x; 2) para todo т real se veri- 
fica la igualdad 


1 (@+ T) = f (2). 

Esta igualdad se llama, de ordinario, condición de periodicidad. 
Al análisis de las funciones periódicas conduce el estudio do diferentes 
procesos oscilantes. 

Notemos que todos los elementos del sistema trigonométrico 
(10.11) son funciones periódicas de período 2л. 

Es válido el siguiente teorema principal. 

Teorema 10.9 (teorema de Weierstrass). Si una función’ f (з) es 
continua sobre el segmento [—x, л] y satisface la condición f (— л) = 
= f (л), dicha función puede aprozimarse uniformemente sobre el citado 
segmento mediante polinomios trigonométricos, es decir, para f (2) y 
para cualquier número positivo e existe un polinomio trigonométri- 
со T (х) de tal índole que simultáneamente para todos los z del seg- 


1) Por funciones trigonométricas se entienden en este caso el coseno o seno. 
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mento [—a, al se cumpla una desigualdad 
|7 —Т(@|<е. (40.27) 

DEMOSTRACIÓN. Renlicemos la demostración en dos etapas, 

1°, Al principio supongamos adicionalmente que la función f (z) 
es par, ез ЦЕ para todo т del segmento [—a, л} satisface la condi- 
ción у (—x) = 

En virtud del creian de continuidad de una función compuesta 
y= f (2), donde z = arccos £ (véase $ 7, сар. 4, v. 1), la función 
Р (t) = f (arccos t) es función continua del argumento ё sobre'el segr 
mento —1 < 2 < 1. Por consiguiente, de acuerdo соп el teorema de 
Weierstrass, para los polinomios algebraicos (véase teorema 1.18 del 
сар. 1) existe, dado un в > 0 cualquiera, un polinomio algebraico 
Р (t) tal que | f (arccos t) — Р (t) | < e simultáneamente para todos 
los £ del segmento —1 < t < 1. 

Al poner # = cos 2, obtendremos 


1] (2) — P (соз z) | <e (40.28) 


simultáneamente para todos los z del segmento 0 < £ < п. 

Por cuanto ambas funciones / (z) у P (соз x) son pares, la des- 
igualdad (10.28) será también válida para todos los z del segmento 
л < 2 < 0. De este modo, la desigualdad (10.28) se cumple para 
todos los z del segmento —л < т < a, y, por ser Р (cos л) (en virtud 
de la afirmación 1° aducida más arriba) un polinomio trigonomótri- 
co, el teorema queda demostrado para la función par f (2) 

Notemos ahora que la función f (z) que satisface las condiciones 
del teorema en consideración puede ser prolongada con el período 2л 
a toda la recta infinita —co <z < оо de un modo tal que la fun- 
ción prolongada sea continua en cada punto z de la recta infinita. Si 
Ja función / (2) es prolongada precisamente de este modo, entoncos, 


(10.29) 


9 
6) = 16 (10.30) 
Según lo demostrado en el punto 1°, existen рага e > 0 cualquiera los 
polinomios trigonométricos 7, (2) y Т» (т) de tal índole que еп cada 
Punto de la recta infi 


ТА) Т, (2) 1 < 8/4, | fa (0) — Ta (0) | < 8/4, 
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y. por eso, 
ТА (ж) sen? z — Т, (2) sen? z | < 2'4, 
l fa (2) sen z — T, (2) sen s] <e/4. 


Al sumar dos últimas desigualdades, teniendo en cuenta que el mó- 
dulo de una suma de dos magnitudes no sobrepasa la suma de sus mó- 
dulos, llegamos a que (tomando en consideración las igualdades 
(10.29) y (10.30)) еп cada punto de la recta infinita se cumple la des- 
igualdad 
1] (к) sen? z — 7, (2) | <e2, (10.31) 

en la cual con 7, (2) está designado un polinomio trigonométrico 
igual a 7, (z) = T, (2) sen? z + T, (2) sen z. 

En los razonamientos realizados podemos en lugar de la función 
7 (2) tomar la función / (т + л/2)0). Por analogía completa con 
(10.81) obtenemos que para la función f (т + 1/2) so encontrará un 
polinomio trigonométrico 7, (x) tal que en cada punto de la recta in- 
finita se verifique la desigualdad 


| f (e + 102) sen? z — Т, (2) | <e/2. (10.32) 


Sustituyendo on (10.32) х рог z — 2/2, y denotando con 7, (z) el 
polinomio trigonométrico del tipo 7, (z) = 7, (z — 1/2), conclui- 
mos que en cada punto de la recta infinita se cumple la desigualdad 


1 (2) соз? z — Ts (2) | <el2. (10.33) 


Por fin, al sumar las desigualdades (10.31) y (10.33) y al designar 
con 7 (z) un polinomio del tipo 7 (2) = 7, (2) + T, (z), llegamos 
a que en todo punto de la recta infinita se cumple la desigualdad 
(10.27). El teorema está demostrado. 

OBSERVACIÓN. Cada una de las condiciones 1) de continuidad de 
1 (2) sobre el segmonto [—a, л], 2) de igualdad de los valores f (л) 
у] (л) es necesaria para que la función 7 (z) pueda aproximarse nni- 
formemente sobre el segmento —a < z < л mediante polinomios 
trigonométricas. 

Dicho de otro modo, el teorema de Weierstrass podemos for- 
mular del modo siguiente: para que la función f (х) pueda aproximarse 
uniformemente sobre el segmento [—a, л) mediante polinomios trigono- 
métricos, es necesario y suficiente que la función f (т) sea continua sobre 
el segmento [—a, л) y satisfaga la condición f (—x) = f (л). 

La suficiencia constituye el contenido del teorema 10.9. 

Detengámonos en la demostración do la necesidad. Supongamos 
que existe una sucesión de polinomios trigonométricos {Tn (2)) 


1) Pues, esta función satisface las mismas condiciones que la función / (+) 
obtenida después de la prolongación. 
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que converge uniformemente sobre el segmento [—a, л] hacia la 
función ў (z). Por cuanto toda función 7, (z) es continua sobre el 
segmento (л, л}, de acuerdo con el teorema 1.8, la función f (=) 
es también continua en el mismo segmento. Para cualquier e > 0 se 
encontrará un polinomio 7, (2) tal que |/ (z) — Tn (2) |< 22 
para todos 105 z del segmento [—л, л]. Por consiguiente, 


ПЕС) — Ta (л) | < el2, 14 (л) — Ta (а) 1< 2/2. 


De las últimas dos desigualdades y de la igualdad 7, (—л) = 
= Т, (д), que se deduce de la condición de periodicidad (con еї 
período 2л), concluimos que |} (—л) — /(л)} << е, de donde 
f (—m) = f (л) (en virtud de que e > 0 es arbitrario). 

2. Demostración del carácter cerrado del sistema trigonométrico. 
Apoyándonos en el teorema de Weierstrass, demostremos el siguiente 
teorema fundamental. 

Teorema 10.10. El sistema trigonométrico (10.11) es cerrado *), es 
decir, para cualquier función f (2), continua a trozos sobre el seg- 
mento (—x, a) у para todo número positivo e existe un polinomio 
trigonométrico 7 (z) tal que se verifique la desigualdad 


Je т 
плге у {истрае (10.34) 


DEMOSTRACIÓN. Notemos, ante todo, que para cualquier función 
f (х), continua a trozos sobre el segmento [-—a, л], y para todo в > 0 
existe una función F (z), continua sobre el mismo segmento, que sa- 
tisface la condición F (—л) = F (л) y que es de tal índole que 


Ш 6) — Е (2) 1= y \ 10) — Р (2) 2 < 6/2. (10.35) 
a 


Efectivamente, basta tomar una función F (z) coincidente con f (т) 
siempre, a excepción de los entornos (suficientemente pequeños) de 
Jos puntos de discontinuidad de f (z) y del punto z = х, y elegic 
F (x) en los entornos mencionados como función lineal de un modo 
tal que F (т) sea continua en todo el segmento [—a, a] y satisfaga la 
condición F (—a) = F (л). 

Por cuanto una función continua a trozos y una función lineal que 
la corta son acotadas, entonces, al elegir los entornos citados de los 
puntos de discontinuidad de f (т) y del punto z = x suficientemente 
pequeños, aseguramos el cumplimiento de las desigualdades (10.35). 

Según el teorema de Weierstrass 10.9, para la función F (z) se 
encontrará un polinomio trigonométrico 7 (x) tal que para todo х 


3) Y, por consiguiente (en virtud del teorema 10.7), lambién completo. 
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del segmento [—a, л] se cumpla la desigualdad 
[Е (2) — T (2) | < 220 2. (10.36) 
Do (10.35) concluimos que 


ШР (2) — 762) l= ГА | PeT Pdre. (10.37) 


De (10.35), (10.37) y de la desigualdad triangular para las normas 
П 0) 7 (а) НУ 0) — F (e) M H ЦА (2) —– T (0) | 


se deduce la desigualdad (10.34). El teorema está demostrado. 

OBSERVACION 1. De los teoremas 10.10 y 10.7 se deduce en seguida 
que el sistema trigonométrico (10.11) es completo. De aquí proviene, а 
su vez, quoelsistema (Y/Z sen nz) (n = 1,2, . . .) es completo en el 
conjunto de todas las funciones, continuas a trozos sobre el segmento 


10, л] (o sobre el segmento [—a, 01, respectivamente). En efecto, cual- 
quier función f (+) continua a trozos sobre el segmonto [0, л], ortogonal 


en este segmento a todos los elementos del sistema (у зеп nz), 


siendo prolongada al segmento [—л, 01, resulta ser ortogonal sobre 
[—a, ul a todos los elementos del sistema trigonométrico (10,11). Por 
ser el sistema (10.14) completo, dicha función: es igual a coro en [—л, 
л, y, por lo tanto, también en [0, л. De un modo sumamente análogo 


4 
se demuestra que el sistema 72, cos nx (п = 1,2, .. .)escom- 


ЕЗ 
pleto en el conjunto de todas las funciones continuas a trozos sobre el 
segmento [0, л] (o sobre cl segmento [—a, 0], respectivamente). 

OBSERVACIÓN 2 Se puede mostrar que entre los sistemas ortonormalizados 
moncionados en el $ 1 los sistemas formados con ayuda de los polinomios de 
Tegendro, polinomios de Chébishov y de las funciones de Haar, son corrados, 
mioútras que el sistema de Radomacher no es corrado. 


3. Corolarios del carácter cerrado de un sistema trigonométrico. 

Corolario 1. Para cualquier función f (т), continua a trozos sobre él 
segmento [—n, х), se verifica la igualdad de Parseval 

445 (+D =E | 0) ах (10.38) 
к=з x 
(se deduce del teorema 10.5). 

Corolario 2. Una serie trigonométrica de Fourier de cualquier fun- 
ción f (х), continua a trozos sobre, el segmento \—т, ml, converge hacia 
esta función en media sobreel segmento citado (se дейпсе dol teorema 10.6 
y la Observación 2 al mismo). 
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Corolario 3. Una serie trigonométrica de Fourier de cualquier fun- 
ción f (x), continua a trozos sobre el segmento [—x, л], puede integrarse 
sobre dicho segmento término a término (se deduce del corolario ante- 
cedente y del teorema 1.11 del cap. 1). 

Corolario 4. Si dos funciones f (х) y g (х), continuas a trozos sobre 
el segmento [—a, л], lienen series trigonométricas de Fourier iguales, 
dichas funciones coinciden en todos los puntos de este segmento (se deduce 
del teorema 10.8). 

Corolario 5. Si la serie trigonométrica de Fourier de una función 
Í (ж), continua a trozos sobre el segmento [—a, 1], es uniformemente con- 
vergente sobre cierto segmento la, b] contenido en [—«., л), es convergen- 
te sobre el segmento la, b] precisamente hacia la función f (z). 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que F 9 es una. función, hacia la 
cual converge uniformemente sobre la, 51 la serie trigonométrica de 
Fourier de la función / (z). Demostremos que £ (z) = f (z) on todo 
punto del sogmento la, bl. Por cuanto de la convergencia uniforme 
sobre el segmento Ía, bl se deduce la convergencia en media sobre di- 
cho segmento (véase сар. 1, $ 2, р. 3), la serie trigonométrica de 
Fourier de la función f (х) converge hacia la función F (т) en media 
sobre el segmento [а, b]. Esto significa que para e > 0 arbitrario so 
encontrará un número n, a partir del cual la n-ésima suma parcial 
de la serie trigonométrica de Fourier S (z) satisface la desigualdad 


ato toi 
ШЕ (2) — 5, (2) Il = Vi IF (2) — 5, (JP dz<e/2. (10.39) 


Por otra parte, en virtud del corolario 2, la sucesión 5, (z) con- 
verge hacia f (т) en media sobre todo el segmento [—a, л}, y, por con- 
siguiente, también en el segmento (а, В], es decir, para e > 0 arbitra- 
rio fijo existe un número лу, a partir del cual se verifica la igualdad 


MS 9—0) И | Saated. (4040) 


a 
De (10.39), (10.40) y de la desigualdad triangular 
ПА (2) — / @) П ПА (2) — Sn (® 14 I Sa (2) — f (9) || 
roviene que || F (z) — / (2) || < e. De la última desigualdad y de 
[К arbitrariedad de a > O ææ deduce que || Pf) — 7 (E) | >= 0, y de 
aquí concluimos, de acuerdo con el primer axioma para la norma, que 
F (a) — f (x) es un elemento nulo del espacio de funciones continuas 
a trozos sobre [а, b), es decir, una función que en el segmento (a, 0] 
es idénticamente igual a coro. El corolario 5 está demostrado. 
OBSERVACION 1. Por supuesto, en el corolario 5 el segmento [а, b} 
puede coincidir con todo el segmento [—x, al, es decir, de la conver- 
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gencia uniforme de la serie de Fourier de la función f (т) en todo el seg- 
mento [—x, al se deduce que la serie citada converge sobre dicho seg- 
mento precisamente hacia la función f (х). 


OBSERVACION 2. Loscorolarios perfectamente análogos serán válidos tam- 
bién para una serie de Fourier respecto de cualquier otro sistema ortonormali- 
gado en el espacio de funciones, continuas a trozos sobre un segmento arbitrario 
Ге. b), dotado del producto escalar (10.2) y norma (10.8). Como ejemplos de 
tales sistomas pueden servir sistemas ortonormalizados ligados con los poli- 
nomios de Legendro y Chébishov, como también el sistema de Haar, menciona- 
dos todos en el $ Г. 


$ 4. Condiciones más simples de convergencia uniforme 
y de diferenciación término a término de una serie 
trigonométrica de Fourier 


1. Notas de introducción. En la física matemática y en una serio 
de otros apartados de las matemáticas es de papel esencial una cues- 
tión sobre las condiciones cuyo cumplimiento asegura la convergen= 
cia de una serie trigonométrica de Fourier de la función f (z) en un 
punto dado т del segmento [—a, л] hacia la citada función. 

Ya al final del siglo pasado se sabía que existen funcionos, contis, 
nuas sobre ol segmento [—a, л], que satisfacen la condición f (—л) = 
= / (д). cuyas serios trigonométricas de Fourier divergen en un pun- 
to dado con anticipación del segmento [—x, л) (о, incluso, divergen 
en un conjunto infinito de puntos del segmento [—a, л], siempre 
denso sobre dicho segmento) 1). 

De este modo, una sola continuidad de la función f (x) sobre el 
segmento |—a, л) no asegura sin condiciones complementarias по 
sólo convergencia uniforme de la serie trigonométrica de Fonrier de 
esta función, sino tampoco la convergencia de la serie mencionada er 
un punto prefijado de antemano del segmento indicado. 

En este párrafo y en los siguientes párrafos aclaremos cuáles son 
las exigencias que han de ser sumadas a la continuidad de la función 
7 (ж) (o introducidas en lugar de la continuidad de la función 7 (2)) 
con el fin de asegurar la convergencia de la serie trigonométrica de 
Fourier de dicha función en un punto dado y, además, asegurar la 
convergencia uniforme de la citada seric on todo el segmento [—л, 
л], o en alguna parte del mismo. 

En el estudio de la convergencia de la serie trigonométrica de 
Fourier surge también otra pregunta: ¿Ha de ser convergente por lo 
menos en un solo punto del segmento |—x, дл} la serie de Fourier de 
cualquicr función f (z), continua а trozos (o, incluso, estrictamente 
continua) sobre el segmento mencionado? 


2) El primer ejemplo de tal función fue construido en 1876 por Р. du Bois- 
Reymond, matemático francés. 
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La respuesta positiva a la pregunta levantada fue obtenida sólo 
en el año 1966. 

Esta respuesta constituye un corolario del teorema fundamental 
demostrado en 1966 por L. Carleson!) quien resolvió el problema fa- 
moso de N. N. Luzin?) planteado aún en 1914: la serie trigonométrica 
de Fourier de cualquier función f (z), para la cual existe una integral 
а 


$ F (2) dz, entendida en el sentido de Lebesgue, converge hacia esta 


га 
función casi еп todo punto del segmento Í—a, al 3). 

Del teorema de Carleson se desprende que la serie de Fourier no 
sóla de cualquier función continua a trozos, sino también de cual- 
quier función f (x) integrable sobre el segmento [—a, л] en el sentido 
propio de Riemann, converge hacia dicha función casi en todo punto 
del segmento [—x, х) (pues, para tal función existe una integral 
л 


И 7 (e) de en el sentido de Riemann y, рог lo tanto, también on el 


sentido de Lebesgue). 

Notemos que si una función / (х) es integrable sobre ol segmento 
[—=, al no en el sentido de Riemann, sino sólo ел el do Lebesgue, 
la serie trigonométrica de Fourier de esta función puede fallar de ser 
convergente en todos los puntos del segmento [—a, хл]. El primer 
ejemplo de la función f (2), integrable sobre el segmento [—, л) 
en el sentido de Lebesgue, con la serie trigonométrica de Fourier di- 
vergente en todos los puntos fue construido en el año 1923 por el ma- 
temático soviético A. N. Kolmogórov +). 

2. Condiciones más simples de convergencia absoluta y uniforme 
de una serie trigonométrica de Fourier. Convengamos en usar la 
signiente terminología. 

Definición 1. Diremos que una función f (z) tiene sobre el segmento 
la, b] una derivada continua a trozos, si la derivada f' (a) existe y es 
continua en todo punto del segmento la, bl, a excepción, quizás, de un 


зу L. Carleson, matemático sueco contemporáneo. La demostración comple- 
ta del teorema de Carloson so la puede encontrar en la colección de artículos 
traducidos «Matemáticas», v. 11, No. 4, 1987, págs. 113—132. 

2) N. N. Luzin, matemático soviético, fundador de la escuela matemática 
moderna de Moscú concerniente a la teoría de funciones (1883—1950). El plantea- 
miento del problema de Luzin resuelto por Carleson y de otros problemas 
puede encontrarse en el libro de Luzin «Integral y serio trigonométricas, Mos- 
cú — Leningrado, Gostejizdat, 1951. 

3) Véase en el cap. 8, de este libro la definición de la integral en el sentido 
de Lebesgue y de la convergencia casi en todo punto sobre un segmento dado. 

4) Se puedo encontrar la construcción del ejemplo de Kolmogórov сп las 
págs. 412—421 del libro de N. К. Bari «Series trigonométricas», Moscú, Fiz- 
matguiz, 1961. 
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numero finito de puntos, en cada uno de los cuales la función }' (х) Liene 
valores límites finitos derecho e izquierdo *). 

Definición 2. Diremos que una función f (т) tiene sobre el segmento 
la. b) una derivada continue a trozos de orden n > 3, si la función 
{"^® (z) tiene en este segmento una derivada continua а trozos сп el sen- 
tido de la definición 1. 

Resulta válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 10.11. Si una función f (2) es continua sobre el segmento 
{—х, л], tiene еп el mismo derivada continua a trozos y satisface la con- 
dición } (==) = f (a), la serie trigonométrica de Fourier de la función 
1 (z) converge hacia esta función uniformemente sobre el segmento [—л, 
n]. Más aún, una serie formada por los módulos de los términos de la 
serie trigonométrica de Fourier de la función f (т) es en [—a, л] unifor- 
memente convergente. 

DEMOSTRACIÓN. Basta demostrar que la serie compuesta por los 
módulos de los términos de la serie trigonométrica de Fourier Че la 
función f (т) 


del Y {lan cos ke] + 10, son kzl} (40.41) 
ка 


converge uniformemente sobre el segmento [—a, л], pues de aquí 
proviene tanto la convergencia uniforme en [—x, л] de la propia se- 
rio trigonométrica de Fourier de la función f (z), como la convergen- 
cia de la citada serie (en virtud del corolario 5 del p. 3, $ 4) precisa- 
mente hacia la función f (2). 

En virtud del criterio de Weierstrass (véase el teorema 1.4 del 
cap. 1), para demostrar la convergencia uniforme sobre el segmento 
[—n, л] de la serie (10.41), es suficiente probar la convergencia de 
la serie numérica 


RA) (10.42) 


que la mayora. 

Denotemos соп œ, y fa los coeficientes trigonométricos de Fourier 
de la función f’ (z), al definirla adicionalmente de un modo arbitra- 
río en un número finito de puntos, en los cuales no existe derivada de 
la función f (2) 2). 

Realizando la integración por partes y teniendo presente que la 
función f (z) es continua en todo el segmento [—x, л] y satisface la 
relación f (—л) = f (л), obtendremos las siguientes relaciones que 


1) En este caso la función f’ (z) puede resultar no definida en un número 
Sito de puntos del segmento [a, 01. En estos puntos la definamos adicionalmen- 
to de un modo arbitrario (por ejemplo, pongamos igual a la semisuma de valores 
limites deroctio q t igrdo). а Ж ангы 

ог ejemplo, en los puntos citados podemos poner la función /' (z) igual 
a da dominado valores mitos derecho е izquierdo. 
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ligan los coeficientes trigonométricos de Fourier de la función j’ (2) 
con la propia función f (2): 

л E 
+ { Р (€) соз dz= 0-0 { j (z) зеп kz dz = k-by, 


2а a 


1 (2) cos kr йк = — k+ dy. 


ix а 
De este modo, 


Part + 10,1 = IL + AL, 


y para demostrar la convergencia de la serie (10.42), resulta suficien- 
te demostrar la convergencia de la serie 


5 (eh), 
kei 


La convergencia de la serie (10.43) se deduce de las desigualdados 
elementales *) 


к ср (ate e) 


k 
(10.44) 
(8+) 
y de la convergencia de las series 
У «+8. 55, (40.45) 
1 = 


la primera do Jas cuales converge en virtud de la igualdad de Parse- 
val para una función continua a trozos /' (2), y la segunda, en virtud 
del criterio integral de Cauchy—Maclaurin (véase $ 2, cap. 4, v. П). 
El teorema está demostrado. 

OBSERVACIÓN. Si prolongamos una función ў (z) que satisface las 
condiciones del teorema 10.11 a toda la recta infinita del modo 


1) Al integrar por partes, se debe dividir el segmonto [—a, n) en un número 
finito de segmentos parcialos (que no tengan puntos interiores comunes), sobro 
cada uno de los cuales la derivada /' (=) es continua, y, escogiendo la fórmula de 
integración por partes para cada uno de estos segmentos parciales, tomar en 
consideración que al sumar las integrales respecto de todos los segmentos parcia- 
les, todas las sustituciones se reducen а cero (en vista de la continuidad de 
Я (т) sobre todo el segmento [— я, л} y debido a las condiciones f (— л) = f (я). 


2) Partimos de la desigualdad elemental | a]-15]< Н (a? + b) que pro- 
viene de lo que la magnitud (| а} — | b |)? es no negativa. 
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periódico (con el período 2л), el teorema 10.11 afirmará la convorgen- 
cia de la serie trigonomótrica de Fourier hacia la función prolongada 
del modo indicado, la cual es uniforme en toda la recta infinita. 

3. Condiciones más simples de diferenciación término a término de 
una serie trigonométrica de Fourier. Demostremos, ante todo, 
el siguiente lema sobre el orden de los coeficientes trigonométricos de 
Fourier. 

Lema 1. Supongamos que una función f (2) y todas las derivadas 
suyas hasta cierto orden m (m es un número entero no negativo) son con- 
tinuas sobre el segmento [—n, т] y satisfacen las condiciones 


(я) = j (n), 
AT: (10.46) 


Supongamos, además, que la función f (x) tiene sobre el segmento, 
[—n, л] una derivada continua a trozos de orden (m + 1). Entonces, 
es convergente la siguiente serte: 


E Elart ы). (10.47) 


en la cual an y bx Son coeficientes trigonométricos de Fourier de la fun- 
ción f (2). 

DEMOSTRACION. Denotemos con о, y В, los cooficientos trigonomé- 
tricos de Fourier de la función "+" (z), al defiuir adicionalmente 
esta función de un modo arbitrario en un número finito de puntos, 
en los cuales no existe la derivada do (т + 1)-ésimo orden de la 
función f (2). Integrando las expresiones para од y В, (т + 1) veces 
por partes, teniendo en cuenta la continnidad sobre todo cl segmento 
I—a, a] de la propia función f (х) у de todas las derivadas suyas 
hasta el orden m, y tomando en consideración las relaciones (10.46), 
establezcamos la siguiente relación que oxiste entre los coeficientes 
trigonomótricos de Fourier de la función f"* (z) y la propia fun- 
ción f (т) 1): 


larl +18 1 =2"*(Jax! +10, 1). 
De este modo, 


ж (а 1 = IE p aL, 


ба А] integrar. рог partes, зе debe dividir el segmento [— л, n) en un 
número finito de segmentos parciales (que no tienen puntos interiores comunes), 
еп cada uno de los cuales {т °1) (z) es continua, y tomar en consideración que al 
Sumar las integrales respecto de todos los segmentos parciales, todas las susti- 
tuciones dan cero. 
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y la convergencia de la serie (10.47) se deduce de las desigualdades 
elementales (10.44) y de la convergencia de las series (10.45), la pri- 
mera de las cuales es convergente en virtud de la igualdad de Parse- 
val para la función continua a trozos "1 (z), y la segunda, en 
virtud del criterio de Cauchy—Maclaurin. El lema está demostrado. 

Como corolario inmediato del lema 1 interviene el siguiente teo- 
тета. 

Teorema 10.12. Supongamos que una función j (z) satisface las 
mismas condiciones que se aducen en el lema 1, y, además, т ;> 1. En- 
tonces, la serie trigonométrica de Fourier de la función į (2) puede dife- 
renciarse término a término m veces sobre el segmento (—n, al. 

DEMOSTRACIÓN. Sea s cualquiera de los números 1, 2, ..., т. 
Como resultado de la diferenciación s veces término a término de L 
serie trigonométrica de Fourier de la función f (т), se obtiene una 
serie 


5 Ke (a, cos (ke — ZE) + by son (x-5 )} (10.48) 
izi 


Notemos que para todo = del segmento [—a, л} tanto la serie trigo 
nométrica de Fourier original, como también la serie (10.48) (con 
cunlquiers = 1, 2, . . ., m) puede mayorarse mediante la serie numé- 
rica convergente (10.47). Do acuerdo con el criterio de Weierstrass 
(véase teorema 1.4 del cap. 1), tanto la serie trigonométrica de Fou- 
тісг original, como cada una de las series (10.48) (cuando s 
= 1, 2, ..., т) convergen uniformemente sobre el segmento [—л, 
л] y esto asegura (оп virtud del teorema 1.9 del capítulo I) la posi- 
bilidad de diferenciación m-múltiplo término a término de la serie 
de Fourier. El teorema está demostrado. 


$ 5. Condiciones más exactas de convergencia uniforme 
y condiciones de convergencia en un punto dado 


4. Módulo de continuidad de una función. Clases de Hólder. Empe- 
cemos por aclarar los conceptos que caracterizan la suavidad de las 
funciones estudiadas y por determinar las clases de funciones en 
cuyos términos se enunciarán condiciones de convergencia de una 
serie trigonométrica de Fourier. 

Sea f (2) una función que est 
mento la, 0]. 

Definición 1. Para cada $ > 0, llamemos módulo de continuidad 
de la función f (x) sobre el segmento la, b] la cota superior exacta del 
módulo de una diferencia | f (2) — f (2") | en el conjunto de todos los 
а” y z" que pertenecen al segmento la, bÌ y satisfacen la condición | 2” — 
шер ЫЙ у=: АЯ 


definida y es сошїтша sobre el seg- 
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Denotemos con un símbolo о (5, f) el módulo de continuidad de la 
función f (х) sobre el segmento la, b]. Así pues, por definición *): 


e6, N= NS 


БА 


Del {согета de Cantor se deduce inmediatamente (véase el teo- 
rema 10.2) que el módulo de continuidad w (б, f) de cualquier función 
7 (z), continua sobre el segmento la, bl, tiende hacia cero, с br 
— 0?) 


Sin embargo, para una función f (x) arbitraria, que es solamente 
continua sobre el segmento [a, b], no podemos decir nada acerca del 
orden de su módulo de continuidad « (8, f) respecto de ё pequeño. 

Mostremos ahora que sé la función f (т) es diferenciable sobre el 
segmento la, b] y si su derivada f’ (т) está acotada en dicho segmento, el 
módulo de continuidad © (8, f) de la función f (т) en el segmento men- 
cionado es de orden «w (б, 1) = О (8) 3). 

En efecto, del teorema de Lagrange 4) se deduce que para cuales- 
quiera puntos z' у x” del segmento [а, b] existe un punto E, encerrado 
entro z’ y 2”, tal que se verifique la igualdad 


110) е) 1 =1/ (E) e a” |. (10.49) 


Por cuanto la derivada f’ (z) está acotada sobre el segmento la, 0), 
se encontrará una constante M de tal índole que para todo 2: dol seg- 
mento citado se verifique | /' (х) | < M, y, por lo tanto, | /' (8) < 
< М, De la última desigualdad у de (10.49) concluimos que | f (2) — 
— 7 (2") | < Mô, cualesquiera que sean z' y т” de la, b) que satis- 
fagan la condición į z — z” | < ô. Mas, esto significa precisamente 
que о (8, /) < Mô, es decir, œ (8, f) = О (б). 

Sea œ cualquier número real del semisegmento 0 <a < 1. 

Definición 2. Diremos que una función f (z) pertenece sobre el seg- 
mento la, b) a la clase de Hólder С° con exponente a (0 < a < 1), si 
el módulo de continuidad de la función f (z) sobre el segmento la, b) es 
de orden w (8, f) == О (6°). 

Para expresar el hecho de que la función f (т) pertenece en el seg- 
mento (а, 0] a la clase de Hólder С“, se emplea corrientemente el 
símbolo: f (2) €C* la, bl. 


1) Recordemos quo el símbolo € significa «рен 
notación z’, т” € (a, b] dice que los pintos z’ y 2" pertenecen al segmento 

3) Pues (en virtud del teorema de Cantor) para todo в > 0 existo tal б > 0, 
que 112) ЫЙ) 1 5 * Para todos los 27 y г" del segmiento [a, b] que satis 
facen la condición | 2 — z” | < б. 

5) Recordemos que el símbolo = О (8) fue introducido en los caps. 3 
y 4, у ГУ Significa la existencia de tal constante M que | a | < M8, 

4) Véase el teorema 8.12, v. I. 


tenoce a», de modo е la 
Ma, ар 
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Notemos ahora mismo que si una función f (2) es diferenciable 
sobre el segmento (а, 5} y si su derivada está acotada en ol mismo, 
dicha función a ciencia cierta pertenece sobre [а, b) a la clase de Hól- 
der C!%) (esta afirmación se deduce directamente de la relación 
о (5, f) = O (8) demostrada más arriba). 

onservacion. Sea f (z) € C* la, bl. La cota superior exacta de una 
tracción 20—821. sobre el conjunto de todos los z’ y =", que per- 

=. 
tenecen al segmento [а, 5) y que no son iguales entre sí, la llaman 
constante de Húlder (о coeficiente de Holder) de la función f (т) (sobre 
el segmento la, b)). La suma de la constante de Hólder de la función 
7 (2) sobre el segmento la, bl con la cota superior exacta |f (2)|'ей 
dicho segmento se denomina norma de Húldér de la función ў (х) 
en el segmento la, b) y se denota con el símbolo || f саа, љу. 

ЕзЕМРГО. Una función у (=) = М т pertenece sobre el segmento 
[0, 1] a la clase С'/2, puesto que para cualesquiera z’ y z" de 
10, 1] entrelazados por la condición л >=" se cumple una desi- 
guoldad 1) 101 =V PP Ej SV TZ (еп esto 

CTE 
caso la constante de Holder, que es cota superior exacta en [0, 1] 


de la fracción VE 
E 


=, es igual a la unidad, y la norma de 
Hölder es igual a dos). 

2. Expresión рата una suma parcial de la serie trigonométrica de 
Fourier, Sea f (2) una función arbitraria, conti a trozos sobre el 
segmento [—x, л]. Hagamos prolongar esta función periódicamente 
(con el período 2л) a toda la recta infinita?). Denotemos con Sn (т, /) 
la suma parcial de la serie trigonométrica de Fourier de Ја función 
у (z) en un punto z que es igual a 


5, (z, 1) =+ D (ак cos kzt by sen kz). (10.50) 
ht 

Ту Una clase de Höldor C! correspondiente al valor а = 1 зә denomina 
a menudo clase de Lipschitz. 

2) Según el convenio aceptado aún en ol $ 1, una función continua a tro- 
zos f (z) debe tener en cada punto х un valor igual a la somisuina do los valores 
límites derecho e izquierdo. Para que osta propiedad subsista también para la 
función f (т) prolongada periódicamente (con el período 2л) a toda la recta 


infinita, hemos de exigir que para la función prolongada tenga lugar una rela- 
ción /(а)=/(—) =$ i=x+0 47 (8 — 001. Da otras palabras, 


Mamemos la función f (2), definida en la recta infinita, prolongación periódica 
de la función f (2), continua a trozos sobre el segmento [— л. af, si ambas fun- 
ciones citadas coinciden en el intervalo — л <z < л y si la función f (2), 
definida on la recta i „ satisíace la condición do periodicidad f (2 + 2л) = 


=1(2), y la condición у (9) = f (— a= FP (— aH 0+ (л —0). 
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Introduciendo en el segundo miembro de (10.50) los valores de los 
coeficientes de Fourier 1) 


A 
a= | F0) costy dy, da 


y tomando en consideración las propiedades de Ja integral, llegamos 
a que para cualquier punto z de la recta infinita tenemos 


А x 
+ | rw [$+ 2 (cos ky costz + sen ky sen к] у= 
El 


ка 
z А 

за + ї ПО) [++ Ў cos k (y — з) | dy. 
ж кө 


Al realizar en la última integral el cambio de variable y = £ + z, 
obtenemos la siguiente expresión 


5.6, p=2 $ 1+0[$+3 cos kt Jat. (10.51) 
e pe 


Notemos ahora que por cuanto cada una de las funciones ў (2--# 


n 
y [++ J cos м] es función periódica de la variable £ de perío- 


к= 
do 2x, toda la función subintegral en (10.51) (designémosla breve- 


mente'con F (1)) es función periódica de г de período 2л. Señalemos, 
adomás, que la integración en (10.51) se realiza por el segmento 
л — г, л — z} cuya longitud es igual а 2a, es decir, igual al pe- 
ríodo de la función subintegral. Hagamos uso de la siguiente afir- 
mación elemental: si F (t) es una función periódica de período Эл, in- 
tegrable por cualquier segmento finito, todas las integrales de esta 
{unción por cualquiera de los segmentos cuya longitud es igual a 2x, 


1) Véanso las fórmulas (10.23). 
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son iguales, es decir, para todo z 
ax А 


| лода | куа). (10.52) 


La igualdad (10.52) permite escri 
guiente: 


la fórmula (10.51) del modo si- 


Srl 0-4 $ ¡+0 [+3 coskt]ar (405%) 
% 9 


Calculemos la suma que figura entre corchetes en (40.58). Соп este 
fin notemos que para cualquier número КЁ y todo valor de t se verifi- 
ca la igualdad 
PA 1 П 
2 еп cos kt =sen (k +-+} t— sen (++) t. 
Al sumar esta igualdad respecto de todos los números К, iguales a 
4, 2, ..., п, obtendremos 


2sen-t. Y) -coskt= зеп (n + -р) (sen t. 


De aquí 
++ ооз] sen (n+-5) t 


ji. 


y. por consiguiente, 


[++ м] 


pen РЕЯ 


sen (n+ і 


(10.54) 


2 


\) Para demostrar esta afirmación, resulta suficiente representar la inte- 
ах 


gral $ F (0) dt, aprovechando la propiedad de aditividad. en forma de una 
do 
suma do tres integrales 


$ каа + {едат { ка 
-i-s Н 
y soñalar que соп ayuda de ln condición de periodicidad Р (0) = P (t + 27) 


y del cambio de variable £ = y — 27, la primera de las tres integrales citadas 
зо reduce a la tercera tomada con ol signo menos. En ofecto, 


{ Foa ү ки-є?луй = { ға | rar. 
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Al sustituir (10.54) en (10.53), obtendremos en definitiva la siguien- 
te expresión para la suma parcial de la serie trigonométrica de Fou- 


rier: 
1 


È 


sen (n+ Ж 
+. (10.55) 


8,0, 24 {6+0 


1 
La 


2 sen + 
que es válida en cualquier punto z de la recta infinita. 

овзкулстом. De la fórmula (10.55) y de lo que todas las sumas 
parciales 5, (z, 1) de la función 7 (2) == 1 son igualos а la unidad 1) 
se deduce la siguiente igualdad: 


1 
zosen(n+2) 
TEN {з (10.56) 


7 
Fa 2 


3. Módulo integral de continuidad de una función. Sea f (z) una 
función integrable (en el sentido de la propia integral de Riemann) 
sobre el sogmento [—л, л]. Hagamos prolongar esta función periódi- 
camente ( el período de 27) a toda la recta infinita. 

Definición. Para cualquier б del semisegmento 0 < 8 < 2л, la- 
memos módulo integral de continuidad de la función f (х) sobre el seg- 
mento [—x, л] la cota superior exacta de una integral 

ж 
{ео ота 


en еї conjunto de todos los números y que satisfacen la condición | u |< 
< 


Denotemos con el símbolo 7 (5, /) el módulo integral de conti- 
nuidad de la función f (z) sobre el segmento [—a, л). 
Así pues, por definición, 


1@, p= sup, | 170-0) H(01 at. 
mus La 


Es válida la siguiente afirmación. 

Lema 2. Si una función f (z) es continua a trozos sobre el segmento 
Г.-я, л} y está periódicamente (con el período 2л) prolongada a toda 
la recta infinita, el módulo integral de continuidad de esta función sobre 
dicho segmento 1 (5. f) tiende а cero cuando ô — 0. 

DEMOSTRACION. Fijamos un e > 0 arbitrario. De acuerdo соп el 
teorema 10.10 (sobre el carácter cerrado de un sistema trigonométri- 
co), existe рага la función f (z) un polinomio trigonométrico 7 (1) 


1) Pues la magnitud (10.55) para la función f (т) = 1 cs igual a la suma 
лозу одамай 00.50) риа 1а алаа (ав САРЫ 
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de tal índole que 


[E 


mori=Y | FOTO d<el3 И?п, 


y, por eso, en virtud de Ja desigualdad de Cauchy—Buniakovski 1): 


л ыыы 
Puo-roa<Y {ио тора | ааз. (10.57) 
De la desigualdad (10.57) y de lo que f (2) y T (t) son funciones pe- 
rióllicas de período 2л, concluimos que para todo número u 
А 
{ раш 7 (4-и) dt <el3. (10.58) 


Por cuanto el módulo de una suma de tres magnitudes no sobrepasa 
la suma do módulos de estas magnitudes, para cualquier número u 
se cumple la desigualdad 


x 


{ irte) пае {леа теа 


© к 
+{ HITET Old | IT (OIL. (10.59) 


Resta por notar que debido a la continuidad del polinomio trigono- 
métrico y al teorema de Cantor (véase teorema 1.2, v. II), para e > 0 
fijo se encontrará un б > 0 tal que con | u ! < ô 


17 (t+ u) — T (t) | < е/бл, 
cualquiera que sea £ de [—x, л], por lo cual 


VITA —T (01d <e/3. (40.60) 


Cotejando la desigualdad (10.59) con las (10.57), (10.58) у (10.60), 
Jogamos a que 


ўма 7018-е (10.61) 


para todos los и, рага los cuales | и | < $. El lema está demostrado. 


1) Véase la desigualdad (1.33). 
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OBSERVACIÓN AL LEMA 2. Es fácil ver que el módulo integral de continuidad 
1 (8, j) tiende a cero, cuando б —» 0, no sólo para cualquier función continua a tro- 
zos f (x), sino también para toda función 16 integrable (еп el propio sentido de 
Riemann) sobre el segmento | ~x, п]. Para domostrar esto, fijemos un e > 0 arbi- 
trario y notemos que, en virtud de la integrabilidad de f (0 sobre un segmento 
—л << a, existe tal бу >0 que, para cualguier partición del seguento 
[—a, я] en segmentos parcialos de longitud inforior a бу, la diferencia entro las 
sumas superior о inforior de la función f (0) sea menos de 2/4. Fijamos una parti- 
ción 7 del segmento |-—n, л] on segmontos parciales de una misma longitud $ < 
< бу. Do lo que f (£) es una función periódica se doduco que para todo | u | < 8 
y para la partición fijada 7 del segmento —x < t < л la diferencia entre las 
Sumas superior v inferior do la función f (£ + и) (siendo 5 suficiontomente pe- 
queño) por lo menos no sobrepusayá e/2. Mas, de aquí provieno que рита la pur- 
tición fija 7 la diferoncia entro las sumas superior e inferior de la función 


I (+ n) — 4601 será menos de р + 7 €, cualquiera que sea | u] < 0. 
Para la partición fija 7, denotomos las sumas superior e inferior de la función 
If (t + и) — 101 con 5 y s, respectivamente, у las sumas superior о infe 
de la función | / (£ -} u) — f (£) l, con Í y >. respectivamente, En el $ 5 del 
сар. 4, v. TI so ha establecido que, cualquiera que sea la partición, las sumas 
uporior e inferior 5 y s de la propia función y las sumas superior e inferior Ў y 


5 — s. De esto moio, рага la partición fija 7 зе cumplo la desi 
7 << 3u/4. Mus, esto es un testimonio do quv рага la partición 
la diforoncia entre cualquier suma integral de la ón 11440) — f (8) 


y lu О ТЛ + и) — f (£) | de es menos del número 32/4. Si en esta su- 


ma integral ulogimvs todos los puntos interiores En on ol contro de los correspon- 
dientes segmentos parciales de longitud $ y exigimos que el número u satisi 
Ja desigualdad | и | < 8/2, ambos puntos Er y E, + u portenecerán al k-ésimo 
segmonto parcial, y, por eso, la diferencia | / (Ea + u) — f (Ex) | по sobropasará 
Ја oscilación My — mp, de la función f (1) sobre el k-ésimo segmento parcial Y) 
Más on este caso, loda la suma integral mencionada no excederá la sum: 
(Муту) Му, igual а la diferencia entre las sumas superior e inferior de 
а función / (1) para la partición 7, es decir, no sobrepasará el número е/4. Do 
я 


aquí proviene que, para | и | < 8/2, 1 


integral | 114 + u) — 4 (t) 1 dt no es 


la 
mayor que el número e, y esto demuestra precisamente que 7 (8, /) tiende a cero 
éuando 8 — 0. 

Ho aquí una serie de corolarios que el lema 2 nos presta para la 
exposición ulterior. 

Corolario 1. Si f (2) es una función continua a trozos sobre el seg- 
mento 1—л, л} y está periódicamente (con el período de 2л) prolongada 
a toda la recta infinita, y si z es cualquier punto fijo del segmento 
[=x, al, se encontrará, para cualquier є > 0, ип б 2> 0 tal que se 


1) Con Mp y m, donotamos las cotas exactas superior e inferior de la fun- 
ción / (0) sobre el k-ésimo segmento parcial. 
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cumpla una desigualdad 


| йе+ї-иу—/(к+0ш <= (40.62) 


para | u| <ô. 
DEMOSTRACION. Al cambiar la variable t = т + ё еп la integral 
que figura en el primer miembro de (10.62): 
2 xta 
{ ееш леда = {аа ат 
5 в 
у al constatar que (en virtud de la igualdad (10.52)), 
{ меша | 170) od, 
ме convencemos de quo la desigualdad (10.62) es ип corolario de 
10.61). 
ано 2. Si cada una de las funciones f (t) y g (t) es continua a 


trozos sobre el segmento 1—2, т] y está periódicamente (con el período 
de 2n) prolongada a toda la recta infinita, la función 


1@)= | i+ eO dt 
El 
será función continua de т sobre el segmento —a < х 


<a 
DEMOSTRACION. Sea z un punto cualquiera del segmento lx, ad. 
Entonces, 


Hat) Ha) | (j (e+ t+u)— («+ DM (0 dt, 


y, Puesto que la función g (2), continua a trozos sobre el segmento 
[—a, я] satisface en este segmento la condición acotada | g (0 | < 
< M, tenemos 


à 
Mitu T м {ш EH dt, 


рог lo cual (en virtud de (10.62)) para todo = > 0 


|Z (z + и) — 1 (z) | < e cuando и | < ё (e). 
La continuidad de / (2) en el punto = queda demostrada. 
Corolario 3. Si cada una de las funciones f (t) у g (1) es continua а 
trozos sobre el segmento l—a, л] y está periódicamente (con el periodo 
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de 2л) prolongada a toda la recta infinita, los coeficientes trigonomé- 
tricos de Fourier de la función Е (ж, t) = f (x + t) g (t), al desarrollar 
la última según la variable t, 


ant) =H | (040810) cosntat, (40.63) 
ES 
ba (=F | 100 ele) senntde (10.64) 


convergen hacia cero (para n— co) uniformemente con relación a = 
en n segmento [—x, n] (y, por lo tanto, también en toda la recta infi- 
nita). 
DEMOSTRACION. Para cualquier punto fijo = del segmonto [—л, л], 
la función F (2, t) = f (т -- t) g (t) es función continua a trozos del 
argumento £ sobre el segmento [—x, л] y, por tanto, para esta fun- 
ción se verifica la igualdad de Parsoval 1) 


96 += {по 0 а. (10.65) 
i 3. 


De la igualdad (10.65) proviene la convergencia de la serie en el 
mer miembro de ella en cada punto fijo z del segmento [--л, л]. Ya 
que la serie citada se compone de términos no negativos, resulta, еп 
virtud del teorema de Dini*), que para demostrar la convergencia 
uniforme en el segmento |—x, л) de dicha serie, basta probar que 
tanto cada función an (z) y bn (2), como también la suma de la so- 


rie (10.65) E | /* (= +0) 22 (0) de son todas funciones continuas 


2а 
de x= sobre el segmento [—x, л], mas esto so deduce en seguida del 
corolario antecedente (basta tomar en consideración que el cuadrado 
de una función continua a trozos es función continua a trozos y que 
сӧз nt y sen nt son funciones continuas para cada número л fijo). 

Corolario 4. Si cada una de las funciones f (t) y g (t) es continua a 
trozos sobre el segmento [—«, n) y está periódicamente (con el período 
de 2n) prolongada a toda la recta infinita, una sucesión 


cn (®) =-- $ 1+) E (0) son (a+) га. (10.66) 
А 


converge hacia cero uniformemente con relación а z sobre el segmento 
i—a, л] (y, por tanto, en toda la recta infinita). 


1) Véase corolario 1 del р. 3, $ 3 de este capítulo, 
2) Véase teorema 1.5 (formulación en términos de las series). 
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peMOSTRACION. Basta tomar en consideración que 
sen (2+4) £= cos nt-son -£ + son nt-cos $ , 


y aplicar el corolario antecedente, tomando en (10.63) еп lugar 
de g(t) una función 20-а, у en (10.64), en Jugar de g(t) 


una función g(0)-cos +. 

4. Principio de localización. En este punto demostraremos q 
la cuestión de si es convergente o divergente la sorie Lrigonométri: 
do Fourier de una función f (z), continua a trozos sobre ol segmento 
1—2, ar] y periódica (de período 2л), en un punto dado х, se resuelve 
sólo a base de comportamiento de la función f (ж) en un entorno del 
punto ту tan pequeño como se quiera. Esta propiedad notable de la seric. 
trigonométrica de Fourier suelo llamarse principio de localización. 

Empecemos por demostrar un lema importante. 

Lema 3 (de Riemann). Si una función f (z) es continua a trozos 
sobre el segmento [—x, п] y está periódicamente (con el período de 2л) 
prolongada a toda la recta infinita y si dicha función se anula en cierto 

b 


segmento la, b] *), para cualquier número positivo 6, inferior a 


la serie trigonométrica de Fourier de la función f (x) es uniformemente 
convergente sobre el segmento la + 8, b— б] hacia cero. 
DeMOSTRACIóN Sea ӧ un número positivo arbitrario inferior 


a 252. La suma parcial de la serio trigonométrica de Fourier de 


la función f (z) en un punto arbitrario z de la recta in 
mediante la igualdad (10.55). Suponiendo 


(10.67) 


— r para 51а, 
40) = “ 


° para t] <6 


y teniendo presento que f (х + 1) es igual a cero a condición de que x 
pertenece al segmento [а + б, b— б], y £ pertenece al segmento 
|t | < 8 2), podemos reescribir la igualdad (10.55) para cada punto 
zx del segmento [a +- ô, b — б] de una manera siguiente: 


{ пао (n+) tdt. 


1 


a 


Sa (z, у= 


` 0) El segmento La, 0] es sumamente arbitrario. En particular, puede ocurrir 
que este segmento no se contenga integramento n 1 —л, л). 
2) En virtud de que Ја función / (2) es nula on todo el segmento fa, b), 


23—589 
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sideración que la sucesión en el segundo 
virtud del corolario 4 
n a z en toda la recta 


Nos queda tomar en с 
miembro de la última igualdad converge, en 
del p. 3, hacia cero uniformemente con rela 
infinita, El Jema está demostrado. 

Los siguientes dos teoremas constituyen corolarios inmediatos 
dot Jema demostrado, 

Teorema 10.13. Supongamos que una función f (ж) es continua 
e el segmento [—х„ т] y está periódicamente prolongada 
ойо de 2л) a toda la recta infinita, y sea la, b] un segmento. 
Para que la serie trigonométrica de Fourier de la función f (ж) converja 
(hacia esta función) uniformemente sobre un segmento la + б, b — б] 


con cualquier 6 positivo inferior a те , es suficiente que exista 


una función g (т), continua a trozos en el segmento [—-x, n) y periódica 
(de período 2л), que posea una serie trigonométrica de Fourier unifor- 
memente convergente sobre el segmento |а, b) y que sea coincidente con 
la función f (т) sobre el segmento la, bl 

DEMOSTRACION. Aplicando el lema 3 а la diferencia [7 (2) — 
— g (2)), Nogamos a que la serie trigonométrica de Fourier de la 
diferencia 17 (z) — y (x)] converge, con cualquier б del intervalo 


0<b< эъ“ , hacia сого uniformemente en ol segmento (а + 8, 


b — 8] de aquí y de la convergencia uniforme en el segmento la, b] 
de la serio trigonométrica de Fourier de la función g (x) se deduce 
la convergencia uniforme en el segmento la + 6, b — б] de la serie 
lrigonométrica de Fourier de la función 7 (х). El hecho de que la 
última serie converge en el segmento [а -+ $, b — б] precisamente 
hacia la función f (x) se deduce inmediatamente del corolario 5 del 
р. 3, $ 3 do este capítulo, El teorema está demostrado. 
Teorema 10.14. Supongamos que una función f (x) es continua. 
4 trozos sobre el segmento {—, л] y está periódicamente (con el período 
е'2л) prolongada a toda la recta infinita, y sea xy un punto de la recta 
infinita. Para дие la serie trigonométrica de Fourier de la función 
Ј (2) converja en el punto zo, es suficiente que exista una función g (z), 
continua a trozos en el segmento [—x, n} y periódica (de período 21), 
que posea una serie trigonométrica de Fourier uniformemente conver- 
gente en el punto хо y que sea coincidente con f (х) en un 6-entorno del 
punto хе tan pequeño como se quiera. 
DEMOSTRACION. Basta aplicar el lema 3 а la diferencia [f (х) — 


—# (2)1 en el segmento [= 2.2 + ¿y toner en cuenta que 


de la convergencia en el punto z, de las series trigonométricas de las 
funciones [f (2) — g (z)] y g (2) se deduce que en esto punto converge 
también la serio trigonométrica do Fourier de la función f (z). El 
teorema está demostrado. 
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1 teorema 10.14 no establece un tipo particular de las condi2 
ciones que aseguren la convergencia de la serie trigonométrico de 
Fourier de la función f (2) en el punto ту. Sólo demuestra que estas 
condiciones se determinan únicamente por el comportamiento do 
у (æ) en un entorno del punto ть tan pequeño como se quiera (es decir, 
tienen carácter local). 

5. Convergencia uniforme de una serie trigovo métrica de Fourier 
para las funciones de la elase de Hólder. En este punto y en los si. 
guientes preocupémonos de la precisión de las condiciones que ase- 
guran la convergencia uniforme y convergencia en m punto dado 
de una serie trigonométrica de Fourier. 

Demostremos ө] siguiente teorema fundamental. 

Teorema 10.15. Si una función f (x) pertenece sobre el segmento 
I—a, n)a la clase de Hólder С® con cualquier exponente a (0 < о 04) 
positivo, y st, además, ў (—л) = f (т), la serie trigonométrica de Fourier 
de la función f (т) converge (hacia esta función) uniformemente en el 
segmento [—a, л]. 

DEMOSTRACION. Convengamos en considerar, como antes, que 
la Función 7 (z) está periódicamente (con el período de 2л) ргојоп- 
gada a toda la recta infinita. La condición f (—л) = / (л) asegura 
la pertenencia de la función prolongada del modo citado a Ja clase 
de Iölder C“ сп toda la recta infinita. 

Sea z un punto cualquiera del segmento [—x, л]. Multiplicando 
ambos miembros de la igualdad (10.56) por / (х) y sustrayendo la 
igualdad que se obtiene de (10.55), obtenemos una igualdad 


E sen (55 
SA | e+ 


4 2 воп 5 


di. (10.68) 


De la condición de que f (х) pertenece а la clase de Líólder C% во 
deduce Ja existencia de mma constanto M tal que 


If (+9 16) 1 м. (10.69) 
en todo сазо para cualesquiera x y todos los £ del segmento [—a, n]. 


Fijamos un £ > O arbitrario, y a hase de éste, un ô > 0 que satis- 
faga la desigualdad 


M sa E 
scg. (10.70) 
Al dividir el segmento ¡—a, a] en la suma del segmento |£ | < ô 


y el conjunto 6 < |ż |< л, atribuyamos a la igualdad (10.88) 
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la forma 


> 1 РМ 
Sae 0) =) e+e 


исо 
4 
sen (a+) 0 
+ p oe a 
tien 2% acilan 2800-5 


(10.71) 


Para ostimar Ja primora de las integrales on el segundo miembro de 
(10.74), aprovechamos la desigualdad (10.59), teniendo presento que 


< para todos los t del segmento | —x, л 1”). 


Llegamos а que para todo número н y cualquier т del segmonto 
[—a, я] 
sen (a 


| e+- 


leio 


< {Межд 


nisa 


А 
<E $ e ма {е а AE Бе, 
тиа о 
De aquí, en virtud de (10.70), para Lodo número » y Lodo z del seg- 
mento [—a, al 
f m(t : ? 
F ІК Ма а |. (10.72 
ийе 


2sen 


La segunda de las iutegrales en el miembro derecho de (10.71) se 
escribo, con ayuda de la función (10.67) continua a trozos sobre el 


1) La desigualdad citada se deduce inmodialamente de lo que la [nnción 
a E decrece, al variar z de O a л/2, desde 1 hasta 2/л. El hecho dle que la función 


КЕ decrece ве doduco, a su vez, de lo que ( 


slompre cuando 0 < = << n/2, pues z< igt para O< < а/2 (véase р. б, 
8 5, сар. 4, v. D. 


ёсе" 0) <0. 
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segmento |—ax, л], en la forma 


1 
son (+0), А 
L 1+) ( 2) а {0 Osen (n+ 


СЕЕ sen Ja 


Je 


En virtud del corolario 4 del p. 3, el segundo miembro de la última 
igualdad converge hacia cero (para n — оо) uniformemente con rela- 
ción a z en el segmento [—л, л]. Por eso, para в > 0 fijo existe un 
número NV, tal que 


1 
2), 
¿Lo ( z) а@|<5% (10.73) 
2 sen 7 


para todos п => N, y cualesquiera z del segmento |—a, л]. 

Para estimar la última integral en el segundo miembro de (10.71) 
soñalemos que con ayuda do la función continua a trozos (10.87) 
esta integral se escribe en la forma 


0 
z)! aL 18 { (зен (n= 


La integral en el segundo miembro de la última igualdad convergo 
hacia cero (para н — оо) debido al mismo corolario 4 del p. З (basta 
aplicar el corolario citado a la función f (х) = 1). Teniendo pre- 
sente, además, que la Función f (z) está acotada оп todo caso sobre 
el segmento [—л, л], llegamos а que para un e > 0 fijo arbitrario 
existe un número V, tal que 


$ 1 
көп (а) е 
FLO) жеу, < (10.74) 


л 2805 


para todos п > N, y cualesquiera z del segmento 1л, al. 

Al denotar con / el mayor de dos números №, y Ns, tendremos, 
en virtud de (10.74) —(10.74), que para un е >0 fijo arbitrario 
existe un número N tal que 


15, (к, А б) |< 


рага todos п > N y cualesquiera т del segmento 1л, д], El Leo- 
rema está demostrado. 

oservacion 1. Es evidente que en las condiciones del teore- 
ima 10.45 la serie trigonométrica de Fourier converge uniformemente 
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no sólo en el segmento [—a, л], sino también uniformemente en toda 
la recta infinita (hacia una función que os prolongación periódica 
(con el período de 2л) de f (z) a toda la recta infinita). 

OBSERVACION 2. Notemos que al estimar las integrales (10.73) 
y (10,74), se ha aprovechado sólo la continuidad a trozos (y el carácter 
acotado que desprende do la continuidad) de la función f (х) sobre 
el segmento [—a, л] (no se usaba, al estimar dichas integrales, que 
у (а) pertenece a Ja clase de Holder). 


OBSERVACIÓN 3. Surgo, naturalmente, una pregunta de si podemos debilitar 
en el teorema 10.13 la exigencia de suavidad de la función f (2), consorvando 
de osto teorema sobre la convergencia uniforme en ol seg- 
tricu de Fourier de la función / (2). 
Recordemos que la pertonencia de ў (2) sobre el segmonto [—л, л] a la clase 
do Holder С® significa, por definición, que el móxlulo de continuidad do f (х) en 
dicho segmento es de orden 


© (5, 1) = 0 (8%. 


Domos а conocer sin demostración ol así lamado ¿eorema de Dint—Ltpschltz, 
el cual afirma quo para la convergencia uniforme en el segmento [—x, л] de la se- 
rie trigonométrica de Fourier de la función f (r), es necesario que esta función satisfa- 
ga la condición f (—a) = f (л) y que sa módulo de continuidad sobre [—a, а] sea 
de orden 


represento, para б — 0, una infinitésima de orden más clevado que 


1 


о(ё, f) 


es de 
Mon 
Та 1/6° 

El teorema de Dini—Lipschitz contiene una condición defintitva (en tórmi- 
поя del módulo do continuidad de una función) de convergencia uniforme do la 
sorie trigonomótrica de Fourier, pues se puede construir una función / (х) que 
satisfaga la condición / (—л) = f (л) con un módulo de continuidad que tenga 


kobro ol segmento [—x, x] el orden o( mw): y con la serie trigonométrica de 
Fourier quo sea divergente sobre un conjunto do puntos siempre denso on ol 
segmento [—x, х} $). 

En las condiciones del teorema 10.15, la función f (z), siendo 
prolongada periódicamente (con el período de 2л), resultaba ser 
perteneciente a la clase de Hólder С“ en toda la recta infinita. Natural- 
mente, surge una cuestión de comportamiento de la serie trigono- 
métrica de Fourier de la función f (z) la que pertenece а la clase de 
Holder sólo en cierto segmento la, bÌ, satisfaciendo sólo la exigencia 
te de continuidad a trozos en todo punto fuera del segmento 
mado. 

La respuesta a esta pregunta la ofrece el siguiente teorema. 


1) La demostración del teorema de Dimi—Lipschitz y construcción del ejem- 
plo recién mencionado se puedon encontrar en el libro «Trigonometric Series» 
de А. Zygmund, у. 1, Cambridge, 1959 
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Teorema 10.16. Sea f (z) una función continua a trozos sobre el 
segmento [—n, nl que está periódicamente (con el período de 2л) pro- 
longada a toda la recta infinita. Supongamos, además, que en cierto 
segmento la, b] de longitud inferior a 2x, dicha función pertenece:a la 
clase de Hólder С“ con el exponente positivo а (0 < а < 1). Entonces, 
para cualquier 6 del intervalo 0 < 8 < 252 la serie trigonométrica 


de Fourier de la función f (z) es uniformemente convergente (hacia 
1 (2) sobre el segmento la + 8, b — òl. 

Demostracion. Construyamos la gráfica de una función g(x) 
que coincide con / (z) sobre el segmento la, b], y өп el [b, a + 2x] 


CES 


Fig. 10.4. 


es una función lineal del tipo Az + B, que se convierto en f (b), 
cuando т = b, y en f (a), cuando z = а + 2л ') y que está periódi- 
camente (соп el periodo de 2л) prolongada dol segmento la, a + 2л] 
a todu Ја recta infinita (en la fig. 10.1 la línca grnesa expone la grá- 
fica de la función f (т), y la rayada, la gráfica de g (т) construida 
а base de f (2). 

Evidentemento, la función constenida g(z) satisface la condición 
g (—a) = g (л) y pertenece a la clase de Hólder С° (con el mismo 
exponente positivo œ que Liene f (x)) en toda la recta infinita 2). 
En virtud del teorema 10.15 y de la observación 1, la serie trigono- 
métrica de Fourier de la función g (2) converge uniformemente en 
toda la recta infinita, por lo cual, en vista del teorema 10.13, la 
serio trigonométrica de Fourier de la función f (х) converge (hacia 
esta función) uniformemente sobre el segmento la + ð, Б — 6]. 


cualquiera que sea б del intervalo 0 < ô < 2 El teorema ostá 
demostrado. 


1, La condición de conversión de la función Az 4- В en f (0). para 
y en f (a), рага z= а + 2л define univocamento Insconslantes A y 
40-10) y_ (а 29) 700) — у (a) 
аал" а+{-2л—Ё x 
2) Basta tener presente que g (z) es siempre continuu y que una función 
lineal tiene dorivada acotada, por lo cual pertenece a la clase de Holder C%, 
cualquiera que soa a< 1. 
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OBSERVACIÓN +. La afirmación del teorema 10.16 queda válid 
también pura el segmento [a, 2] cuya longitud es igual a 2л (e 
decir, рага un caso de que b = a + 2л), mas, al demostrar en est: 
caso el teorema, se debe tomar, fijando 6 arbitrario del interval 
0 < 6 < л, una función g (z) que coincida con f (x) en un sagmonti 


[< +Ë, at 2л 5 7. sea lineal en ol segmento [a+ 


a+ 2л + +] y esté periódicamente (соп el período de 2л) pro 


longada del segmento [а +$, а + 2л + 27% toda la recta in 
finita. En cambio, si el segmento la, b) tiene longitud superior 
а 2n, de Ja pertenencia de f (2) a la clase de Háldor С“ en tal seg- 
mento y de la condición de periodicidad de f (2) (con el poríode 
de 2л) se deduce que 7 (z) pertenece a la clase C” en toda la recta 
infinita, es decir, en este caso Jlegamos al teorema 10.15. 

6. Sobre la convergencia de la serie trigonométrica de Fourier 
de una función hólderiana a trozos. 

Definición 1. Llamemos una función f (x) húlderiana a trozos sobre 
un segmento la, bl, si esta función es continua a trozos en la, bl. 
y si el segmento la, bl se divide, mediante un número finito de puntos 
<...<2n =b, en segmentos parciales 
‚ n), еп cada uno de los cuales dicha función 


pertenece а la clase de Hölder C%%* con cierto exponente positivo ақ 
(0 < an < 1), con la particularidad de que, al definir la clase de Hölder 
sobre un segmento parcial (хк. ү, xn), a título de valores de la función 
en los extremos del segmento han de tomarse los valores límites f (хь 
+0) y f (жь — 0) 1). 

Dicho de otro modo, el dominio de definición do toda función 
hólderiana a trozos so descompone еп un número finito de segmentos, 
privados de puntos interiores comunes, en cada uno de los cuales la 
función en consideración pertenece a la clase de Hálder con cierto 
expónente positivo. 

Cada uno de estos segmentos se denominará sección de suavidad 
de la función. 

Definición 2. Llamemos una función f (x) suave a trozos sobre el 
segmento la, bl, si esta función es continua a trozos en la, b) y tiene 
en el mismo segmento derivada continua a trozos ?), es decir, si la fun- 
ción, ў (z) es continua a trozos sobre el segmento la, b) y su derivada 
7 (oJexiste  escontinua en todo punto del segmento citado, a excepción, 


2) Los valores de una función hólderiana a trozos (al igual quo do cualquier 
función continua a trozos) doben ser iguales en cada punto ә а la semisuma 
de los valoros límites derecho е izquierdo en el punto citado, es decir. ha de 
verificarse la igualdad су) = А И (хә AO 

3) Véase difinición 4 del р. 2, § 4 de este саргыш 
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quizás, de un número finito de puntos, en cada uno de los cuales la 
función f' (ж) tiene valores límites finitos derecho e izquierdo. 

Está claro que toda función suave a trozos Sobre ol segmento 
Га, b] es hóldoriana a trozos sobre este segmento. 

Tiene lugar el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 10.17. Supongamos que una función f (х), húlderiana а 
trozos sobre un segmento [—n, т], está periódicamente (con el pertodo 
de 2x) prolongada a toda la recta numérica. Entonces, la serie trigo- 
nométrica de Fourier de la función f (т) converge en сайа punto z de 
la recta infinita al valor de f (z) = 412 If (z — 0) + f (т + 0)), con 
la particularidad de que la convergencia de esta índole es uniforme:en 
cada segmento fijo dispuesto en el interior de la sección de suavidad de la: 
función f (2). 

DEMOSTRACION. La afirmación del teorema acerca de la conver- 
goncia uniforme sobre todo segmento fijo, dispuesto en el interior 
de la sección de suavidad, so deduce inmediatamente del teore- 
ma 10,16, de donde se doduce también la convergoncia do la serie 
trigonométrica de Fourier de la función f (x) en cada punto interior 
de la sección de suavidad de la función f (2) *). Resta por demostrar 
la convergencia de la serie trigonométrica de Fourier do la función 
f (z) en cada punto de empalme de dos secciones de suavidad. 

Fijemos uno de tales puntos y denotémoslo con г. Entonces, se 
encontrarán tales constantes M, y M que, para cualquier £ positivo 
suficientemente pequeño, se verifique la desigualdad 


If) ilto Мн (0<a<1), (10.75) 


y para cualquier £ negativo suficientemente pequeño se verifique la 
desigualdad 


If 0) fK Mat (0 оз <1). (10.76) 


Denotemos con M el mayor de los números M, y Ms, y con а. 
el mayor de los números a, у аз. Entonces, cuando [£|<1, en 
el segundo miembro de cada una de las desigualdades (10.75) y 
(10.76) podemos escribir M-| £ |а. 
mos arbitrariamente un e >0, y, а base de e, un 6>0 
que satisface Ја desigualdad (10.70) y es tan pequeño que, para 
It |< ô, son válidas ambas desigualdades (10.75) y (10.76), de 
modo que podemos escribir el número M- | £ |® en el segundo miem- 
bro de estas desigualdades. Al repetir los razonamientos aducidos 
en la demostración del teorema 10.15, llegaremos a la ignaldad 
(10.71) y para demostrar el teorema, nos queda convencerse do que 
en el punto fijo z son válidas las estimaciones (10.72), (10.73) y 
(10.74). En la observación 2, р. 5 se ha notado que las estimaciones 
(10.73) y (10.74) son válidas para cualquier función que sea solamente 


1) Pues cada punto interior de la sección de suavidad puede ser incluido ер 
эт segmento dispuesto ел el íntorior de dicha sección. 
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continuo a trozos y periódica (de período 2л). Resta por demostrar la 
validez para todos los números л de la estimación (10.72). 
Teniendo presente quef (х) = 1/2 (7 (= — 0) + 7 (= + Оу que 1) 


è sen (5) и agi sen (n+ Les (a+ 5) А 
A zsng 21 2sm 2sen p 


podemos reescri 
del modo sig 


la integral en el primer miembro de (10.72) 
nte: 


so 
| e+e 


nico 


в 


Lt sen {n+ 
= | UE40—16401 
se 


o 


А sen (a 
+i | rom 


w 


(10.77) 


Para estimar las integrales que figuran en el segundo miembro 
de (10.77), hagamos uso de las desigualdades (10.75) y (10.76), 
escribiendo en el segundo miembro de estas desigualdades el númoro 


М |21. Al tomar en consideración la estimación 


%) En vista de quo una función q () = 


cualquier £ satisface la condición Фф (— 0) == Ф (t). Es fácil convencerse de que 
5 ° 


para tal función { Фа = { Ф (e) dt (basta realizar 2 = —+ on una do 


р % 
estas integralos la sustitución), y, por eso, 
Й 5 o 
vi 
foma=3 {тюше foma 


— è > 
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< уйг (Рага |t | <x), ya empleada en la demostración del teo- 
тета 10.5, y la desigualdad (10.70), tendremos 


тоў йе+у—/(@! 


Е 


4 o 
<+[í ©-!ш-+ $ prota] 
y E 


La estimación (10.72) y, junto con ella, el teorema quedan demostra= 
dos, А 
Corolario 1. La afirmación del teorema 10.17 será con mayor razón 
válida, si en su formulación se toma, en lugar de la función húlderiana 
а trozos, una función suave a trozos (sobre el segmento 1—2, х]), periódi- 
camente (con el periodo de 2л) prolongada а toda la recta infinita. 

Para poder formular un corolario más, introduzcamos una noción 
nuova. Sea 0 < а < 1. 

Definición 3. Diremos que una función f (x) satisface en un punto 
dado a: por la derecha (por la izquierda) la condición de Holder de orden 
2, si la función f (х) tiene еп el punto z el valor limite derecho (izquier- 
do), y si existe tal constante M que con todo t positivo (negativo), sufi- 
clentemente pequeño, se cumple la desigualdad 

Lento Lem (2 === 1 <m). 

Es evidente que si Ја función f(z) tiene оп el punto dado r 

derivada a Ja derecha (a la izquierda) entendida como un límite 
иш HEROSSTO (iq ЛЕО O), ja función f) a 
1040, t 1-0-0 £ 

ciencia cierta satisface en este punto z por la derecha (por Ja 
izquierda) la condición de Hólder de cualquier orden a< 0. 

Corolario 2 (condición de convergencia de una serie trigonomé- 
trica de Fourier en un punto dado). Para que una serie trigonométrica 
de Pourier de la función ] (ж), continua a trozos y periódica (de período 
2л) converja en un punto dado z de la recta infinita, es suficiente que 
la función f (x) satisfaga en el punto х por la derecha la condición de 
Hólder de algún orden positivo œ, y en el punto х por la izquierda, 
la condición de Hólder de algún orden positivo ог, (у, con mayor razón, 
es suficiente que la función f (z) tenga еп el punto x las derivadas a la 
derecha y a la izquierda). 

DEMOSTRACION. Basta señalar que de lo que la función f (z) sa- 
tisface еп el puuto z рог la derecha (por la izquierda) la condición 
de Hólder de orden о; (de orden аз) se deduce la existencia de una 
constante 17, (constante 17,) tal que para todo £ positivo (negativo), 
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suficientemente pequeño, quede válida la desigualdad (10.75) 
(desigualdad 10,76). Pero, la demostración expuesta dol teorema 10.17 
sólo aprovecha las desigualdades (10.75) y (10.76), y la continuidad 
a trozos y la periodicidad de f (2). 

esempio. Sin calcular los coeficientes de Fourier de la función 


созд para —acr<0, 
j(z)=4 1/2 para z=0, 
Ит para 0<x<a, 
podemos afirmar que la serie trigonométrica de Fourier de esta fun- 
ción converge en el punto z = 0 hacia el valor 1/2, pues la función 
1 (z) tiene en esto punto derivada a la izquierda y satisface en e) 
mismo por la derecha la condición de Hölder de orden az == 1/2, 


7. Sumabilidad de las series trigonométricas de Fourier de una función con- 
tinua mediante los promedios. Ya se ha notado que la, ser Lrigonomótrica de 
Fourier de una función siompte continua y periódica (de poríodo 2л) puede ser 
divorgente (vénse el y. 1). Demostremos que esta sorie c, no obstante, simpre 
sumable (uniformemente en tada Ja recta infinita) por el método de Gesaro (o me- 
diante los promedios) *). 


Teorema 10.18 (teorema de Fejér 3). 51 una función f (х) es continua 
sobre el segmento {—л, л] y satisface la condición [(—2) == f (л), el promedio de las 
sumas parciales de su serie trigonométrica de Fourier 


в. pm EDES 0+... dal Y 


converge (hacia esta función) uniformemente en el segmento \—п, л] (y en un caso 
еп que la función de periodo 2a está prolongada а todu la recta infinita, uniforme- 
mente en Lodo la recta infinita). 

DEMOSTRACIÓN. Do la igualdad (10.55) para 5, (7, /) obtenemos 


one о AA 
Сз Ls сюн 


(43): полы 


Ба oslcolar a suma que en (10.78) figura entre corchetes, sumemos una iden- 
чаа‹ 


2 son sen (++) == сов kt—cos (k4+-1)1 


respecto de todos los k= 0, 1, ..., т — 1. Obtendremos, como resultado, 


"1 
zsent- J) sen (к) 1=1—cosnt=2sent E, 
е] 
1) Véase Complemento 3 al cap. 4, v- П. 


> Fejér (1880—1959), matemático húngaro. Demostró el teorema сп 
04. 
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Con ayuda de la última igualdad, la expresión (10.78) se reduce a la forma 


se 


sent 


a 
{ле+о 
д, 


аа (=, [у= de. (10.79) 


De (10.79) se deduce inmediatamente que 


15 (10.80) 


pues, ol primer miembro ез (10.80) es igual al promedio de las sumas porcialos 
do la sorie trigonométrica de Fourier de la función / (2) » 1, y todas las Sumas 
parciales mencionadas son idénticamente iguales a la unidad (véase p. 

Fijamos un к > 0 arbitrario. De conformidad con el teorema de Welorstrass 
10.9, existe m polinomio trigonométrico 7 (т) de tal fadole que 


Пл) — T (1 < е/2 (10.81 


para cualquier z de la rocta infinita. Por sor lineales los promedios, 0, (x, /) = 
= Op (т, f — T) 4 пр (7, 7), de suorte quo 

| ол (2, /у) — T (2) | S | On (а, f — Т)! -+ | on (2, 7) 7 (2) |, (10.82) 

1 escribir la igualdad (10,79) para la función [f (2) — 7 (5). nbtendrowos, 


sena tt 


teniendo presento que una función Mamada núcleo de Fejér, vs no nogati- 


2 sont 
va y aprovechando la estimación (10.81) y la igualdad (10,80): 
T. sen? 
lon (2, JS Gp $ Пат (2401 = ШЕ 
(10.83) 
la dos 


igualdad (10.83) se cumple para todo número л. Señalemos hora que la 
зеге trigonométrica de Fourier del polinomio 7 (2) coincide con este polinomio. 
De aquí proviene que todas las sumas parciales 5, (2, 7), а partir de cierto 
húmero по, son iguales a 7 (z). Mas, esto no permite hallar. para ғ > 0 fijo, un 
número N tal que se cumpla 


LO (r T) — T (a) рв (10.84) 


para todos los n >N y cada т. 
De las desigualdados (10.82), (10.83) ы ey concluimos que | o, (z, /) — 
= /(т} | < e, cualesquiera que sean п = № y v. El teorema está demostrado. 
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8. Notas conclusivas. 1%. Al resolver una serie de problemas con- 
cretos, nos ocurre a veces desarrollar una función en serie Lrigoro- 
métrica de Fourier no sobre el segmento [—a, л], sino еп un seg- 
mento [—?}, 11, donde 2 es un número positivo arbitrario. Para poder 
analizar cste caso, basta en todos los razonamientos aducidos susti- 


tuir la variable z por 1а Ž x. Con tal sustitución lineal de la variable 


quedan, por supuesto, válidos todos los resultados establecidos. 
Estos resultados se refieren a la serie trigonométrica de Fourier 


т (а, соз Fdez +, ЕТЕ: 


kz) (40.85) 
con las siguientes expresiones para los coeficientes de Fourier 


в= 10), 
à 


1 Д ү (10.86) 
a=l ома, ъ= {Ози мш | 
! 


(6= 4,2, ...). 


No somos propensos a formular de nuevo todos los teoremas 
establecidos, indicando solamente que en lodas las formulaciones 
el segmento |—x, a) ha de sustituirse por el segmento (—/, 1). 
y el período 2л, por el 2, 

2°. Recordemos que una función f (2) se Паша par, si satisface 
la condición f (—2) = f (z), с impar, si satisface la condición 
a) = —f (2). 

De Ja forma (10.86) para los coeficientes trigonométricos de Fou- 
rier se deduce que para una función par f (z) son uulos todos los coefi- 
cientes ba (# = 1, 2, . . .), y para una función impar f (z) son nulos 
todos los coeficientes а, (k = 0, 1, 2, . . .). De este modo, una fun- 
ción f (z) par se desarrolla en serie trigonométrica de Fourier sólo 
respecto de los cosenos 


24 Y arcos $ ke, 
a 


y una función f (x) impar se desarrolla en serie trigonométrica de Fou= 
rier sólo respecto de los senos 


D basen $ hz. 
[= 
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3°. Demos a conocer aquí una forma compleja de notación de 
la serie trigonométrica de Fourier (10.85) que en a práctica se usa 
muy a menudo. 

Empleando las relaciones *) 


ЕТА 


А 
li 
= соз 9 hr—ison kr, е T е сов E he 4 ten E he 

1 i 1 1 + 


es fácil convencerse de que la serio trigonométrica de Fourier (10.85) 
соп el coeficiente de Fourier (10.86) se тейпсе а la forma 


А 
я (10.87) 


жь 
en la cual los coeficientes complejos ск tienen por expresión 


1 a 
== \лш тш (10.88) 


y se expresan en términos de los coeficientes (10.86) según las fór- 


mulas 


Je 


4°. Es de importancia exclusiva para las aplicaciones un pro- 
blema de cálculo de los valores de una función sogún los coeficientes 
de Fourier de esta función dados de un modo aproximado, La resolu- 
ción de este problema con ayuda del llamado método de regulari- 
zación se aduce en el Complemento al final de este libro, 


эл, mn (куу, 
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Cuando la función ў (z) viene dada en toda la recta infinita y no 
es periódica con cualquior período finito, resulta nalural desarrollar 
dicha función no on serie trigonométrica, sino en la llamada 
integral de Fourier. 

Al estudio de tal desarrollo se dedica este párrafo, en ol cual 
siempre se sobreentiende que la función f (z) está subordinada а la 
oxigencia de integrabilidad absoluta en la recta infinita (—oo, оо), 
ез decir, requerimos que exista una integral impropia 


фла. (10.89) 


Convengamos en emplear los siguientes términos. 


1 Estas relaciones son corolarios inmediatos de la fórmula de Eulor, osta- 
blecida en el р. 3. $ 5, cap. 1. 
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Definición. Diremos que una función f (z) pertenece en la recta 
infinita (—co, оо) a la clase L, y escribamos f (x) € 1, (—оо, оо), 
si la función f (т) es integrable (en el propio sentido de Riemann) 
sobre cualquier segmento y si es convergente la integral impropia (10.89). 

1. Imagen de Fourier y sus propiedades más simples. 

Lema 4. Si f (x) € L, (—oo, оо), para cualquier punto y de la 
recta infinita —оо < y < œ existe una integral impropia *) 


w= $ envi (z) йт, (10.90) 


llamada imagen (о transformada) de Fourier de la función f (т). Más 


aún, la función } (y) es continua respecto de y en cada punto de la recta 
infinita y tiende hacia cero para | y |—> оо, es decir, 


lim |} 1=0. (10,91) 
tyje 


DEMOSTRACIÓN. Юе la igualdad |e*Y/(2) | = |f (2) |, de la 
convergencia de la integral (10.89) y del criterio de Woierstrass 
(véase teorema 9.7) so deduce la convergencia uniforme respecto 
do y de la integral (10.90) on cada segmento de la recta infinita, 
y de aquí, en virtud de que la función e**Y es continua respecto de y, 
dol toorema 9.9 proviene la continuidad de la integral (10.90) res- 
pooto de y (on cada segmento, es decir, en cada punto de la recta 
infinita). 

Resta por demostrar la relación (10.91). Fijamos arbitrariamente 
un e > 0. Por ser convergente la integral (10.89), podemos fijar 
4 >0 tal que 


Ea > 
$ 176142 { IJa) 142-6. (10,92) 
Е A 


Con tal A fijo será válida (en virtud de (10.92), la desigualdad 


+3. (10.93) 


{ 505 (2) dz 


A 
<| { ену аз 
КА 


y para demostrar la relación (10.91) queda probar que la integral 
en el segundo miembro de (10.93) es inferior a Fe para todos los 
Гу | suficientemente grandes. 
Por cuanto la función f (z) es integrable sobre el segmento 
1—А. А], podomos fijar tal partición 7 del segmento [—A, А1, 
2) Una función compleja fp = u (y) + iw (y) del argumento real y so 
considora aquí como un par do funciones reales u (y) y v (y). La continuidad 


de Î (y) on el punto dado y se entiende como la continnidad en este punto de cada 
una de las funciones и (y) y Pty) 
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que para la suma superior Sy de esta partición sea válida la desigual- 
dad 1) 


А 
0<5у— | }(а}4т<с+. (10.94) 
ЕЯ 


Supongamos que esta partición 7 se realiza mediante los puntos 
А =L <<... CI = А, y que My es la cota 
superior exacta de la función f (z) sobre un segmento parcial 
тул, (Е=1,2,... 
Introduzcamos una fun 
н М, para аар (Ё=1,2,...‚п), 
ra=] 5 
0 раа ===, (6=0,1,2,..., п). 
Por cuanto la integral ло dopende del valor de la función subintégral 
en un número finito de puntos, tendremos, obviamente: 


А » 
$ Fr(2) ах = Y) My (т, — х,у) = Sr, 


К rai 
de suerte que, en vista de (10.94), 
А A 
| 10) 700) 1d2= | (Fl) —F(2dr<Z. (10.95) 
ЕА 2, 


Apoyándose еп la desigualdad (10.95) y teniendo presento que 
+= 


Геву | =4 y que | { evde[<2/ yl, tendremos 


= 
a a 
{ өш} | rt) —Tr to +7 Ла | 
g А Б 4 A = 
<| f ar +] | =, о аз) 
Sa Sy F А, SS 
«Хам f darj {179 1dr< 
a En ES 


2 y As 
<r à [M,14+3< 


siempre que |y | >Ê [2 үм, 1]. El lema está demostrado. 

a 
1) Véanse $$ 2 y 3 del cap. 1, v. ТЕ. 

24-00 
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Corolario. Si f (ж) € 14 (oo, оо), resulta que 
lím | сове (0) 20, lim { senz- (z) dz =0. 


pee 


2. Condiciones de desarrollo de una función en serie de Fourier. 
Definición. Para toda función f (z) de la clase L, (—оо, оо) ит 
límite 


4 © 
laz [iaa =j [ { eno, qu) au] а, 


ho 


si existe, se llama desarrollo de esta función en una integral de Fourier, 

Demostremos el siguiente teorema fundamental, 

Teorema 10.19. (condición para el desarrollo de una función en. 
un punto dado en integral de Fourier). Si f (2) € L, (—оо, 00) y si 
la función f (х) satisface en el punto dado z por la derecha la condición 
de Holder de algún orden positivo æ, (0 < од < 1), y por la izquierda, 
la condición de Hölder de algún orden positivo аз (0 < аз < 1), 
en el punto dado x se verifica la igualdad 


һ 
lim эг { чө) ГЕШ... (10.96) 
port eN E i 

овзенүлоюх 1. En todo punto z, en el que el valor de / (x) es 
igual a la somisuma de los valores límites derecho e izquierdo (en 
particular, en cada punto de continuidad do / (z)), podemos escribir 
Ў (ж) en ol segundo miembro de (10.96). 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 10.19. Por cuanto la imagen de 


Fourier Ў (y) (en virtud del lema 4) es una función continua de y, 
para cualquier 2. positivo existe una integral 


5 ~ > 
ў еј (y) dy = { е | $ ечи (и) du] dy. (10.97) 
„> А 5 


En la integral que figura en el segundo miembro de (10.97) ро- 
demos cambiar el orden de integración respecto de y y u (puesto que 
la integral interior converge uniformemente respecto de y en cual- 
quier segmento [—A, А1). 

Cambiando el orden de integración respecto de y y u, apro- 
vechando las igualdades —e%0-9=cosy(u—2)-+iseny(u—), 

5 


$ cos y (u— 2) dy = 
5, 


2, { seny(u—-2) dy=0, y realizando 
å 
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una sustitución u=x-+£, tendremos 


E эл a: 
NN [p AS 
=+ ү mkta twat} SaN 7 (041) de. 


Así pues, para cualquier A positivo 


А 
эт ejout | Ejeta 
EN 


HEG RR j (eht) dt. (10.98) 


Notemos ahora quo para todo A positivo se verifica la igualdad з) 
° 


ta, y, por lo tanto, también | SRA ае. 


De las últimas dos igualdades se doduce que para todo À positivo 


LEIDA G jay Ж шн, (10.99) 
б 
EN e ами. (40.100) 


Al sustraer de (10.98) las igualdades (10.99) y (10.100), resulta que 
para todo A positivo 


ө] (y) ау +09160 _ 


[petero q y 
š 
А 


+4 | д — (0 a. (10.101) 


Por cuanto la función f (т) satisface еп el punto т por la derecha 
la condición de Hólder de orden у, y, por la izquierda, la condición 
de Hólder de orden 2), existen, pues, unas constantes Л, y Ma 
tales que para todos los £ positivos, suficientemente pequoños, se 

1) Véase сар. 9, $ З. 
ze 
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cumpla Ја desigunldad (10.75), у para todos los £ negativos, sufi- 
cientemente pequeños, se cumpla la desigualdad (10.76). Si denota- 
mos con M ol mayor de los uúmeros M, y Му, y con g, el número 
menor de 2, y œ», en los miembros derechos de (10.75) у (10.76) 
podemos escribir A | t |%, con la particularidad de que dichas de- 
sigualdades serán válidas para todos Jos valores positivos (nega- 
tivos, respectivamente) de £ que satisfacen la condición |2 | < ô. 
donde б оз un número positivo arbitrario, suficientemente pequeño. 
Ahora podemos recscribir del modo siguiente la relación (10.101): 

И 
{ emv] (y) dy — 


Б 


i++ —0) 
z 


à 
БЕЗЕ A+ o de 


y 
+$ AA ON rn a 
5 иа 


149) { жепм 160—0) 0 senat 
E \ A ae ma (10.102) 


mos uu в > 0 arbitrario y, según éste, un 8>0 tan p queño 
que se cumpla una desigualdad 


mö е 
HB (10.103) 


Estimando las primeras dos integrales en el miembro derecho de 
(10.102) con ayuda de las desigualdades (10.75) y (10.76) (con la 
magnitud M | t |® en los segundos miembros de estas desigualdades), 
tendremos 


А $ 
E| retorto p as 
в Ы м b 
SES Hero 1401 с (гш 

3 


M6? 
E 


y, de manera sumamente análoga, 


o 
+ | И (+) —] (2—0) 89А de 


<4 1 140160 19-6 zi peta E, 
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De las últimas dos desigualdades y de (10.103), obtendremos 
в 
Loro as 


v 


e 
ES ено ле Ола |< 
5 


+ 


(10.104) 


Para estimar la tercera integral eu el miembro derecho de (10.102), 
introduzcamos una función 
2 deto 
б>» рага |21228, 
рага |216. 
Por cuanto g (t) Є Г, (—co, ос), entonces, en virtud del corolario 
del lema 4, 


Km { gO sen At dl Ит $ { 1240) 22% ш ыо, 
J% по 
mas, esto significa yue рата к;> 0 fijo existe А, tal quo 
+ { точо 28м |< (para А> Л). (10.405) 
и> 


Por fin, notemos que 

ч Б m 
f зам д (ST осо 
-ә ° Е 


cuando À— оо. Юе aquí proviene que рага e >0 fijo arbitrario 
y para el punto en consideración z se encontrará tal A, que 


E 
102—0) sent 
as 


1640) [senda 
ба \ шы Ka 


<$ (рата М>Лу). 
(10.106) 


Denotemos con A el mayor de los números A, y Az. De las relaciones 


(10.102), (10.104) —(10.106) concluimos que 


5% 
\ eio] (y) dy — асс = 
En 


<e (рага ASA). 


El teorema está demostrado. 
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Corolario. La igualdad (10.96) es con mayor razón verídica, si 
$ (2) € L, (—оо, оо) y si la función f (x) tiene en el punto dado т deri- 
vadas a la derecha y a la izquierda entendidas como límites de las rela- 
ciones lim 0—70) ( Ltd 160). 
040 t ta È 
OBSERVACION 2. El límite que figura en el primer miembro de 
(10.96) puede oscribirse en forma de una integral impropia 


эк | vi, (40.407) 


pero se debe recordar que esta integral impropia es convergente 

en el sentido del valor principal, es decir, es un límite de la correspon- 

diente integral propia sólo bajo la condición de que los límites de 

integración en esta intogral propia son números simétricos con relación 

a сего, No se puede entender la integral impropia (10.107) como límite 
[ч 


cuando tienden independientemente: А hacia —оо, y A” hacia оо. 
En el punto que viene abajo escribiremos, on lugar del límite (10.96), 
la integral impropia (10.107), entendiéndola cada vez en el sentido 
mencionado, 

3, Noción de las transformaciones de Fourier directa e inversa. 
Escribiendo el primer miembro de (10.96) en forma de la integral 
impropia (10.107) y considerando que el valor de la función f (z) 
en un punto dado z es igual a la semisuma de los valores límites do- 
recho e izquierdo, obtendremos nna igualdad 


o= | wa, (10.108) 


que permite hallar la función f (z) según su imagen de Fourier / (y) 
y que se denomina frecuentemente transformación inversa de Fourier. 
Con relación a esta igualdad, la fórmula (10.90), mediante la cual 
la imagen de Fourier / (y) se expresa en términos de la propia función 
f (х), se Пата a menudo transformación directa de Fourier. 

Por analogía con la serie trigonométrica de Fourier concluimos 
que la imagen de Fourier es un análogo del coeficiente de Fourier, 
y la transformación inversa de Fourier (10.108) es un análogo del 
desarrollo de una función en serie trigonométrica de Fourier. 

Analicemos las transformaciones de Fourier directa e inversa. 
Para dos casos particulares de importancia: 1) para el caso en que la 
función f (2) es par (es decir, satistace la condición f (—2) = f (2), 
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y 2) para el caso en que la función f (2) es impar (es decir, satisface 
la condición f (—z) (2). 
4) Si f (т) es una función par, de la fórmula (10.90), obtendremos 
con ayuda de la fórmula de Euler e% = cos zy + ¿sen zy: 
f= | cosayf (a) dz=21 f(a) coszydz. (10.109) 


s П 
Do la fórmula (10.109) so deduce, а su vez, que la imagen de Fourier 
Í (y) os también una función par de y. Рог eso, la transformación 
inversa do Fourier (10.108) toma una forma 
e 5 
| М) cos uzay= 1-0 70) совре бу. (10.110) 


v 


10) 


La fórmula (10.109) se Пата, a menudo, coseno transformación 
directa de Fourier, y la (10.110), coseno transformación inversa de 
Fourier. 

2) Si (2) es una función impar, de un modo sumamente análogo 
obtendremos de las fórmulas (10.00) y (10.108) la seno transformación 
directa de Fourier 

їр =? È F(a) senzydz 
і 
y la seno transformación inversa de Fourier 


«= + j Hu) sen yz dy. 
з 


En la práctica зе encuentra frecuentemente un caso, cuando la 
función f (z) viene dada solamente en una semirrecta 0 < = < оо. 
Según nuestro deseo, podemos hacer prolongar esta función a la 
semirrecta —оо < z < 0 de un modo o bien par, o bien impar, у 
emplear para dicha, función o bien el coseno transformación de 
Fourier, o bien el seno transformación de Fourier. 

rsrairLo, Veamos en la semirrecta 0 < 2 < оо una función 
f (u) = е7°*, donde а > 0. Haciendo prolongar la función de un 
modo раг a la semirrecla —oo < z < 0, obtendremos las coseno 
transformaciones de Fourier directa e inversa 


E > В! 
1Ww=2 { e= cos ayda= E 
ù 


3) Recordemos que la integral { 7e% cos zy dz puede calcularse de па modo 
elemental, integrando por partes (véase сар. б, v. 1). 
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Í (0) se llama, a veces, coseno imagen de Fourier) 
== ym (2220). 
з 


Haciendo prolongar la misma función a la semirrecta —оо < r < 0 
de un modo impar, es decir, suponiendo 


pa para =>0, 
®-{ o para == 0, 
—е-%1к1 рага 2<0, 
obtendremos seno transformaciones de Fourier directa e inversa 


А P » 
їо) =2 | esen zy de = 2 
} " 


(f (u) se Пата, а veces, seno-imagen de Fourier), 


19; зеп уг e рата 2>0 
tosk f “Би VENG раа 2-0. 


4. Algunas propiedades adicionales de la transformación de Fourier, En 
este punto dotengámonos en ciertas propiodades adicionalos de la transforma- 
ción de Fourier que so ponen de manifiesto frecnentemente еп las aplicaciones, 

Lema 5. Supongamos que para cierto número entero no negativo k se tiene una 
función (1 + | z АУ (2) Є L, (—00, o). Entonces, la imagen de Fourier (10.90) 
de la función f (x) es k veces diferenciable respecto de la variable y, con la particu- 
laridad de que la derivada respecto de y de cualquier orden m (m = 1, 2, 1... 

u 


puede calcularse por diferenciación bajo el signo de integral (10.90), ез decir, sepin 
la fórmula 
am; т 
ri { аху ш)". (2) dz (m=1, 2, 0... Ю (10.114) 


DEMOSTRACIÓN. De la desigualdad 


ат А 
| et) | Теби. (аут р а) < 1412-17 (01 


quo ве verifica рага m cualquiera (т = 0, 1, ..., k) y de la convergencia de 


la integral impropia f (1+ 12 А (9) 1 ах, en virtud del critorio de 


Weierstrass (es decir, del teorema 9.7), se deduce la convergencia, uniforme res- 
pecto de y (en cada Segmento) de la integral que figura en el segundo miembro 
le (10.111), cualquior que sea m = 0, 4, . . ., к. Debido al teorema 9.10, esto 
asegura la existencia de la derivada to de y de cualquier orden т = 
= 1, 2, ..., k y la validez de la fórmula (10.111). El lema está demostrado. 


1) Véase la nota anterior a pie de la página. 
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[ета б. Supongamos que una función f(x) tiene en cada punto z todas las de- 
rivadas de hasta el orden k œ 1 inclusive, con la particularidad de que la propla 
función f (2) y la derivada de k-ésimo orden son absolutamente integrables en la re- 
cta infinita y рага cualquier m = 0, 1, . . ., (k — 0) es vólida la relación 


аа о, 


dam (40.412) 


En este caso para la transformación de Fourier } (y) es válida, para | y | + оо, una 
estimación 


MI =00 410. (40.149) 
DEMOSTRACION. Analicemos рага todo À > 0 una integral 
» 
Ау (2) 
ў eiry TUEL а. 
5 


Intográndola k veces por partes, obtendremos la siguiente fórmula 


\ аө ШӘ аа ION | 
Л, 
» 


ү 


ГЕ ТЕГ 
ei |... ок \ у аг. 


Haciendo tender A hacia оо en la igualdad obtenida y considerando que on virtud 
de (10.112) todas las sustituciones so reducen а сего, obtenemos 


PS А, Р a 
ЕЕЕ 


Teniendo presente que la мына en el primer miembro de la última iguald ad 
tiende, en virtud del lema 4, hacia cero, cuando | y | => œ, obtenemos proci sa- 
monte la estimación (10,113). El loma está demostrado. 

Teorema 10.20. Supongamos que una función f(x) y su segunda derivada son 
absolutamente integrables en una recta infinita (—co, о), con la particularidad 
de que la propia función f (x) y su primera derivada tienden hacia cero cuando 
|x| — оо. Admitamos, además, que una función g (x) es absolutamente integra ble 
en la recta infinita (—0o, œo). Entonces, se verifica la siguiente igualdad 


| левое} wa (10.114) 


llamada igualdad generalizada de Parseval o igualdad de Plancherel %). (Bu esta 
igualdad Î (y) y £ (y) denotan las imágenes de Fourier de las funcionos f (2) y 
g (2), respectivamente, у 2* (y) es una magnitud compleja conjugada de е (y)). 


1) M. Planchorel (n. 1885), matemático francés. 
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DEMOSTRACIÓN. En virtud del teorema 10.19, on cada punto л se verifica 
vna igualdad 


} md, (10.415) 


У, además, en virtud del Jema б, es válida la estimación | Î (y) | < C (1 -+ 
¿bal De Guo asegura la convergencia аорта e uniforme (respecto do 2) de la 
intogral que figura on el segundo miembro de (10.445) en toda la recta infinita. 


Multiplicando ambos miembros de (10.415) p 


х (z) e integrando respecto 
de z en los márgenes do —} а A, tendremos 


А А а 
{лао o [Y ооа Ја uouo 
e Ss ЗД 


En vista de la convergencia uniforme respecto de х (aducida más arriba de la 
integral (10.115), podemos cambiar en el segundo miembro de (10.116) el ordon 
de integración respecto de z e y, obteniendo como resultado: 


{еве а { [азиа (10.147) 
> de 


(ol asterisco denota una conjugación compleja). 
En virtud de la desigualdad и 


› н 
[ero | | левове mr 
El. 


y dol oriterio de Woierstrass, la integral en el segundo miembro de (10.117) con- 
Verge uniformemente respecto de } en la recta infinita —се <A < со. Por con- 
iguiente, en (10.147) podemos pasar a un límite рага 2, — оо, realizando en el 
miembro de (40.417) el paso al Enito bajo el aigan de integral. ET teorema est 
lemostrado. 


$ 7. Series trigonométricas múltiples e 
integrales de Fourier 


1. Concepto de serie trigonométrica múltiple de Fourier y de sus 
sumas parciales rectangulares y esféricas. Supongamos que una fun- 
ción de W variables f (zı, 23, - . ., су) está definida y es integrable 
en un cubo N-dimensional л < 2. л (k=1,2,..., N). 
Designemos dicho cubo por un símbolo I. Resulta cómodo escribir 
la serie trigonométrica múltiple de tal función directamente en una 
forma compleja, empleando, para abreviar la notación, una noción 
de producto escalar de dos vectores WV-dimensionales. 

Sea т = (д, дү, . - -, ту) un Vector que tiene coordenadas reales 
arbitrarias д, Za, - .., Ty, Y Sea n = (My, Mz, - - ., пу) UN Vector 
соп coordenadas de números enteros т. Ma, <- -y ту. 
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Se denomina serie trigonométrica múltiple de Fourier de la función 
1 (2) = f (zı; Ta, ..., Zx) una serie de la forma 


in, (10.118) 


en la que los números ў„, llamados coeficientes de Fourier, se definen 
mediante las igualdades 


моту 


2а)" р... б ее еа dy, dy, 
п 


(40.119) 

y el símbolo (тп) denota producto escalar de los vectores ж y n que 
es igual а жут, +... тупе 

Por supuesto, la serie trigonométrica múltiple de Fourier (10.118) 
puede considerarse como una serio de Fourier con relación a un siste- 
та *) ortonormalizado (en el cubo -dimensional П), formado con 
ayuda de toda clase de productos de olementos de un sistema trigo- 
nométrico unidimensional tomados según las variables т, Zq, . + + 
+ + +. Zy, respectivamente. Este sistema ortonormalizado suele de- 
nominatse sistema trigonométrico múltiple. 

Al igual que para todo sistema ortonormalizado, para un sistema 
trigonométrico múltiple es válida la desigualdad de Bessel que tiene 
por oxpresión 


Ss 27 ПА Lea { н $ (т. оак) бт... бху, 


а-н nymi п 

(10.120) 
donde ў (21, ... Zx) es cualquier función continua en el cubo 
N-dimensional T. 

Examinemos la cuestión de convergencia de Ja serie trigono- 
métrica múltiple de Fourier. Si esta serie no converge еп un punto 
dado т = (21, - - ., Zy) absolutamente, la cuestión de su convergen- 
cia depende (en virtud del teorema de Riemann 4.10, v. 1) del orden 
en que siguen sus términos (o, que es lo mismo, del orden de sumación 
según los Índices лу, My, ..., пу). 

Son de amplio uso dos métodos "mar la seric trigonométrica 
múltiple de Fourier: el método esférico y el rectangular. 

Se llaman sumas parciales esféricas de la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier (10.118) las sumas de la forma 

Si p= Y рео 
19162. 


nm 


1) En este caso un producto escalar de dos cualesquiera funciones se dofine 
como integral del producto de estas funciones extendida al cubo П. 
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tomadas según todos los valores de números enteros My, Ma, ..., пу 
que satisfacen la condición [п |= Ил ni F EMS) 

Se dice que la serie trigonométrica múltiple de Fourier (10.118) 
es sumable en un punto dado т por el método esférico, si en dicho punto 
existe ип limite lím S, (т, f). 


Se llaman sumas parciales rectangulares de la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier (10.148) las sumas de la forma 


щ с Ж 
Samoa (E 2%... Y nin, 
„2н 


Se dice que la serie trigonométrica múltiple de Fourier (10.118) 
es sumable en un punto dado æ por el método rectangular (о por el mé- 
todo de Princegeimo), si en dicho punto existe un limite 


йт Sma... my (E, f) 


(cuando tiende al infinita cada indice тү, My, . . ., ту). 

Ambos métodos de sumación tienen tanto sus ventajas, como de- 
ficiencias. Si una serie trigonométrica múltiple de Fourier se analiza 
como serie de Fourier con relación a un sistema ortonormalizado, 
resulta natural disponer sus términos en el orden de erecimiento de 
| п | y utilizar las sumas parciales esféricas. 

Las sumas parciales rectangulares se emplean al analizar el com- 
portamiento de las series de potencias múltiples cerca de la frontera 
del dominio de convergencia. Conviene notar, que la definición de 
la suma de una serio como límite de las sumas rectangulares (contra- 
riamente a la definición que se apoya en el límite de las sumas esfé- 
ricas) no impone restricciones algunas en el conjunto infinito de 
sumas parciales de esta serie. 

Antes de formular las condiciones de convergencia de una serie 
trigonométrica múltiple de Fourier, definamos ciertas características 
dë suavidad de una función de N variables. 

... 2, Módulo de continuidad y clases de Hölder para las funciones 
"йе N variables, Supongamos que una función de № variables 
1(0) = Í (т, 23, ..., ту) está definida y os continua en un dominio 
N-dimensional D. 

Definición 1. Para cada $ >> 0, llamemos módulo de continuidad 
de la función f (a) en un dominio D la cota superior exacta del módulo 
de la diferencia | } (a') — } (т^) | sobre el conjunto de todos los puntos 
x' y л” que pertenecen al dominio D, y la distancia p (2", £") entre los 
cuales es inferior a б. 

Denotemos con w (6, f) el módulo de continuidad de la función 
j (æ) en el dominio D. 
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Definición 2. Para cualquier ж de un semisegmento 0 < x < 1 
diremos que una función f (ж) pertenece en el dominio D a la clase de 
Hölder С^ con el exponente x y escribiremos f (х) Є C* (D), si el тб- 
dulo de la función continua f (x) en D es de orden œ (8, f) = о (8%) 
para 0<u4<1, y 0 (5, $) = 0 (8) рага x = 1. 

Sea, ahora, œ cualquier número positivo (no forzosamente entero). 
Este número podemos representarlo en la forma a = г + x, donde 
r ев un número entero, y x pertenece al semisegmento 0 < x < 1. 

Definición 3. Diremos que una función f (ж) pertenece en el domi- 
nio D a la clase de Hólder С® con el exponente a > 0, y escribiremos 
f (a) € С° (D), si todas las derivadas parciales de la función f (ж) de 
orden т son continuas en el dominio D y cada derivada parcial de orden 
r pertenece а la clase С“ (D) introducida en la definición 2. Á 

3. Condiciones de convergencia de una serie trigonométriċa múl- 
tiple de Fourier. Empecemos por establecer las condiciones más 
simples de convergencia absoluta y uniforme de la serio trigonomé- 
trica múltiple de Fourier. 

Teorema 10.21. Si una función f (ж) está periódicamente (con el 
período de 2л respecto de cada una de las variables) prolongada a todo 
elespacio EY y tiene en Е“ derivadas continuas de orden s = [N/21 + 1, 
donde (V/2] es la parte entera del número N/2, la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier de la función f (=) converge (hacia esta función) 


absoluta y uniformemente en todo el espacio Е“. 


DEMOSPRACION. Convengamos en denotar con el símbolo (5%) 
Tla 


el coeficiente de Fourier de la derivada = con el número n= 


= (m, ...› пу). Integrando por partes, llegamos a que (2), = 
=immín (para cualquier k=1, 2, ..-, N) do suerte que 
Ум 

Р (Darin. +-\ пу l) y, por consiguiente 

ht 


ж 
ата 5 А) 
ха 


(10.124) 


La fórmula (10.124) es válida no sólo para la función f, sino también 
para cada derivada parcial de la función f de hasta cl orden (s — 1) 
inclusive. 

De aquí se deduce en seguida una relación 


ТАЕНЕ ЧЫ? 
а ИА 


AA 


| a (10.122) 
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en cuyo segundo miembro la suma se toma según todos los s}, з... 
- з Sw enteros no negativos que satisfacen la condición s, + 
+s: +... +sy =s (de modo que el número de sumandos en 
esta suma es igual а №). De (10.122) proviene 1) a su vez: 


ТАБОРИ Imp) + 
т D 


T tatiy 


(40.123) 


Tomando en consideración que а= бе, donde e=1 para N 
par y e=1/2, para N impar, у que 


ана) 


= (т 14... Hin DTS 
1-2 -1-3 
Sla) N.. jay N, 


obtenemos de (10.123) 


ze 


-1- 4 
1х | Tp 


( 29} 
М длин... өсу") 


Con el fin de probar la convergencia absoluta y uniforme de la 
serie trigonométrica múltiplo de Ко rier (10.118), basta (en virtud 
del criterio de Weierstrass) demostrar la convergencia de una serio 
numérica que la mayora 


iS Im” 


ы (40.124) 


aym 


D s ТА 
Жы R, 


Pero, (en virtud de la desigualdad (10.124)) la convergencia de la. 
última série es una consecuencia ecta de la convergencia, para 
Cualquier %, de la serie numérica 

e de 
D Imp" Y, y de la convergencia, para cualesquiera s, 


Py 


2) Empleamos Jas desigualdades | aJ-106]< РЕ 
Гар «ра... ар). 
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Sy, de la serie 


que se deduce, a su vez, de la Жейк Че Bessel (10.120) escrita 
0) 

әу 

El hecho de que la serie trigonométrica de Fourier (10.148) con- 
verge precisamente hacia la función ў (z) lo determina la completitud 
del sistema trigonométrico múltiple 1). Efectivamente, si la serie 
(10.118) fuera uniformemente convergente hacia cierta función g (a), 
entonces de la posibilidad de integrar término a término tal. serie 
se deduciría que todos los coeficientes de Fourier de la función g (т) 
coincidirían con los coeficientes correspondientes de Fourier de la 
función f (x). Mas, la diferencia [f (a) — g (т)1 soría ortogonal en 
tal caso а todos los elementos del sistema trigonométrico múltiple y 
(por ser el sistema completo) sería igual a cero. El teorema está de- 
mostrado. 

OBSERVACION 1. El teorema 10,24 puede ser precisado, Resulta 
válida la siguiente afirmación 2): si una función f (т) es periódica con 
relación а cada una de las variables (con el periodo de 2л) y pertenece 
en Е“ a la clase de Holder С° para a > N/2, la serie trigonométrica 
múltiple de Fourier de j (ж) converge (hacia esta función) absoluta y 
uniformemente en todo el espacio EN. 

La aclaración de las condiciones de convergencia no absoluta 
de la serie trigonométrica múltiple requiere que зел atraída la 
técnica más fina. 

Formulemos siv demostración las condiciones de sumabilidad de 
una serie trigonoméLrica múltiple de Fourier por ol método esférico 
y el rectangular. 


рага la función continua 


Teorema 10.22, Si una función де N= 2 vartables f(z, . - «. xy) es pertó: 
dica con relación a cada una de las variables (con el período de 2) y pertenece en el 


espacio EN а la clase de Húlder С® раға a > Y. > las sumas paretales esféricas 


1) La complotitud del sistema trigonométrico múltiplo se deduce en seguida 
de la completitud de los sistemas trigonométricas wnidimensionales que lo 
integran y de cuyo producto es el mismo. 

2) Esta afirmación se obtiene de un modo más simple a partir del loma 3.1, 
demostrado en la obra de V. Пуїп y Sh. Alimov «Condiciones do convergencia 
de los desarrollos espectrales correspondientes a las extensionos autoconjuga= 
das de los operadores elípticas, I» (Ecuaciones diferenciales, v. 7, No, 4, 1971, 
págs. 670—710). 
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de unu serio trigonométrica múltiple de Fourier de la función f (ту, .. ., zy) con- 
verge hacia esta junción uniformemente en todo el espacio EN Y. 
Teorema 10,23. Para todo œ positivo inferior a 2 


y cualquier punto а» 


2 


del cubo N-dimensional П, existe una función de N > 2 variables f (ку, туу... £y), 
periódica con relación a cada una de las variables (con el perlodo de 2n), que pere: 
nece en EN а la clase C%, se anula en cierto S-entorno del punto xy y que es detal 
indole que las sumas parciales esféricas de la serte trigonométrica múltiple de Fou- 
rier de esta función están privados de limite en el punto Xy %). 

Los teoremas 10.22 y 10.23 establecen condiciones definitivas (en Јаз clases 
do Holder C%) do convergencia do las sumas parciales esféricns de una función 


poriódica / (21, +. ., xy). Du nenerdo con estos tegremas, para а: > х tieno 


lugar la convorgencia uniforme de las sumas parciales esféricas, y cuando ос < 
< М1, ni siquiera es válido, para las sumas parciales esféricas, el principio 
de localización (pe 
pertenencia do esta fune: 


suave que sea la función f on vl entorno de un punto г, la 
a la clase С (ЕХ para а < У no asegura la 


convergencia de las sumas parciales esfóricas de esta función en el punto гу). 

Las condiciones dofinitivas (on las clases de Holder Се) do convergencia de 
las sumas parciales roctongularos de una serie trigonométrica múltiplo de Fourier 
están establecidas en las obra de L. V. Zhizhiashili 3). 

Teorema 10.24. Si una función de М variables f (ту, « + ., ty) es periódica con 
relación a cada una de las variables (con el período de 2л) y pertenece еп ENa la 
clase C% para cualquier a > 0, las sumas parciales rectangulares de la serte trigono- 
métrica múltiplo de Fourier de la función f (zı, .. -, су} converge (haciaesta fun- 
ción) uniformemente en EN, 

OBSERVACIÓN. Observemos que aún en ol año 1928 L. "Топо 4) ostableció que 
uma sola continuidad de una función do N > 2 variables € (ху... + тд} no aso- 
guraba no sólo la convergencia uniforme, sino tampoco el principio de localiza- 
ción do las sumas parciales rectangulares de su sorio trigonométrica múltiple de 
Fourier (existe una función, рег con rolación a cada una de las variables 
(con el periodo do 2л) ř continua en У que se anula en cierto ô-entorno del 
punto dado z, y өз tal quo las sumas parciales rectangulares de esta función 
divergen en 24). 


4. Sobro el desarrollo de una función en integral N-múltiple de 
Fourier. Supongamos que una función de N > 2 variables 
f (fi> +++ zy) = f (ж) admite la existencia de una integral im- 


1) Este teorema se deduce de las afirmaciones más genoralos demostradas 
en Ја obra de V. Ilyin «Problemas de localización y convorgencía de las series 
de Fourier respecto de los sistemas fundamentales de funciones del operador de 
Laplaco» (Exitos do la ciencia matemática, v. 23, 2, 1968, págs. 61—420) y en la 
obra de V. Ilyin y Sh. Alimov mencionada más arriba. 

2) Esto teorema es un caso particular de una afirmación más general demos- 
trada en el cap. 3 de la obra de V. Туйш mencionada más arriba, 

зу L, V. Zhizhiashivili «Sobre las funciones conjugadas y series trigonomé- 
tricas». Tesis do doctorado. Moscú, Universidad de Moscú Lomonósov, 1987. 

4) L- Tonelli (1885—1946), matemático italiano. 
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ргорїа 
(жу Уон енйзу ан. (10.125) 
EN 
Llamemos imagen (o transformada) de Fourier de tal función а una 
magnitud 


Pn oa y =A= ў o E йш. 
ах 
Por suma analogía con el lema 4 se demuestra que 7 (y) es una 


función continua de y en cada punto de E” y tiende a cero cuando 


у= Им... + yk оо. 


Un límite 


Ка $ с | ш» eoor Un) е7 ndy n.. бу 10426) 
Te gica 

(si existe) se denomina desarrollo de la función | (ж) en integral N- 
múltiple de Fourier. 


Son válidas las siguientes dos afirmaciones 1). 
1°. Si una función de № >2 variables f(x, - .., zy) se anula fuera de 


cierto dominio acotado y pertenece en todo el espacio ¿Na la clase de Hölder 
C% para a > =, ol desarrollo de csta función en la integral -múltiplo de 


z 
Fourier (10.120) converge (hacia esta función) uniformemente en todo el espa- 
cio EY, 


2°. Para todo а positivo inferior а А1 


g~ Y cualquier punto аго, existo una 

función de V > 2 variables f (ху, . . .. zy), distinta de coro sólo en un dominio 

acotado y perteneciento en EN а la clase С, quo se anula en cierto 6-entorno 

del punto z, y os de tal índole que рага esta función ol límite (10.126) en el 
punto 20 no existe. 

Las afirmaciones 1° y 2° establecen lus condicionos definitivas (en las clases 

de Hóldor С) de convergencia del desarrollo en integral W-Ímúltiple de Fourier 

de cualquier función igual a cero fuera de cierto dominio acotado del espacio ЕУ. 


Do acuerdo con estas afirmaciones, para a > YA tiene lugar convergencia 


uniformo (en cualquier dominio acotado) del desarrollo en integral -múltiple 
de Fourier, y спапдо а < 14, ni siquiera es válido, para ol desarrollo en 


integral N-múltiplo de Fourier, el principio de localización (por suave que sea 
la función f en el entorno del punto ту, la pertenencia de esta función en todo el 


espacio EN а 1а clase C? para а < L21 no asegura la convergencia en al 


2 
punto xy del desarrollo de asta función en integral N-múltiple de Fourier). 


1) Ambas afirmaciones so deducon de las afirmaciones más gonorales demos- 

tradas en la obra de Sh, Alimov y V. A. Пуід «Condiciones de convergencia de 

los desarrollos espectrales correspondiontes a las oxtensiones autoconjugadas de 

Ша ое elípticos, TI». (Ecuaciones diferenciales, v. 7, No 5, 1971, págs. 
1— . 
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Саришо 11 
ESPACIO DE HILBERT 


En este capítulo se estudia una clase importante de espacios 
euclídeos de dimensión infinita: los así llamados espacios de Hilbert. 
Establecemos una representación especial, importante para las 
aplicaciones, de toda función lineal de los elementos de tal espacio 
(una función de esta índole suele llamarse funcional lineal), estable- 
cemos también que en cada conjunto infinito de elementos, acotado 
en norma, de un espacio de Hilbert puede elegirse una subsucesión 
convergente en cierto sentido débil (esta propiedad se denomina 
compacticidad débil de la bola en un espacio de Hilbert). 

Una atención particular se dedica al estudio de los sistemas 
ortonormalizados de elementos de Hilbert. Establecemos la equi- 
valencia para tales sistemas de las nociones del carácter cerrado y 
completitud, introducidas en el $2, cap. 10, y demostramos el famoso 
teorema de Riesz—Ficher, de acuerdo con el cual, cualquier sucesión 
de números, una serie de cuyos cuadrados es convergente, representa 
una sucesión de los coeficientes de Fourier de cierto elemento de un 
espacio de Hilbert en un desarrollo con relación a un sistema, pre- 
fijado de antemano, ortonormalizado de elementos de dicho espacio. 
En el último párrafo se demuestra la existencia de los valores pro- 
pios y de los así llamados operadores ininterrumpidos totalmente auto- 
conjugados que actúan en un espacio de Hilbert. 


$ 1. Espacio 2 


1. Concepto del espacio 1°. Examinemos un conjunto cuyos elemen- 
tos:están constituidos por toda clase de sucesiones de números reales 
(21, 2, las + + ey Eny > > )) tales que una serie compuesta de los cuadra- 
dos: de estos números 


Y xi (11.0 
=“ 
es convergente. Los elementos de tal conjunto se denotarán (como 
vectores) con мны latinas semigruesas: ж = (т, Za, . . -, Tn ; 
0 = (Y Yo 2), etc. Los números Я ON КЕ р 


de Пашат coordenadas del elemento а. = А 

Definamos las operaciones de sumación y шаннан de los 
elementos por los números reales. Se llama suma de dos elementos 
E= (y, Zar o-s Eno >) € Y = (л, Уз >> +» Ул, ++.) un ole- 
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mento z == (21 + yı, Te + Yar +: Tn + Yar ea .) 1). Este ele- 
mento lo denotemos con ч ано. в = ж + у. Se Паша producto 
de un elemento ж = (дү, Za, . por un número real А 
al elemento designado por = ие; ДИНЕ, igual а (д, Alas ... 
+. 01 An, » » .). Es fácil comprobar que el conjunto definido ез un 
espacio lineal, es decir, comprobar el cumplimiento de: todos 10 
axiomas referentes a la sumación y multiplicación de los elementos 
por los números reales 3). 

Introduzcamos ahora en el conjunto citado un producto escalar 
de dos elementos cualesquiera £ = (д, Za, .. -, Zn, ++.) 6 И = 
= (у, Ya - - »> Ул... :)» al definirlo como suma de una serie 9) 


У лу. 
Ea 


Suponemos, pues, (т, y) = 2 ху. Es fácil comprobar el cumpli- 
=, 


miento de todos los cuatro axiomas de un producto escalar. (Estos 
axiomas se tratan en $ 1, сар. 10, y la comprobación de su validez 
para el espacio en consideración “queda al cargo del lector). 

De este modo, el conjunto introducido es un espacio euclídeo. 
Adbheriéndonos а la tradición establecida, denotemos este conjunto 
con el símbolo Ё 

Al igual que en todo espacio euclídeo, introduzcamos en 1? la 
norma de cada elemento £ = (х1, £e, ..., Zn, ...), poniéndola 
igual a 


10-79-52. (и) 


Рог те la serie (11.1) es convergente, tal definición tiene sen- 
tido). 


1) La convergencia de la serie У) (т -H ya)? se deduce en seguida de la 
= 
desigualdad (= + va)? < 2rf -+ 2y} y de la convergencia de las series У) ар 


= 
y Ў Yi. 


= La formulación de los axiomas de un espacio lineal puede encontrarse 
en cualquier curso del álgebra línea! 
3) La convergencia de la serio citada se deduce de la desigualdad | лук | < 


«теж y de la convergencia de las шше. ï D i y 2 А 


25. 
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Como siempre, llamemos dos elementos de [2 ortonormalizados, 
si su producto escalar es igual a cero. 

Recordemos que se llama sistema ortonormalizado en un espacio 
euclídeo arbitrario a una sucesión de elementos (еъ } de dicho espacio 
que satisface dos exigencias: 1) cualesquiera dos elementos de esta 
sucesión son ortogonales; 2) la norma de cada elemento es igual a la 
unidad. 

Demostremos que en el espacio 1: existe un sistema ortonormali- 
zado cerrado (y, por consiguiente, de acuerdo con el teorema 10.7, 
también completo) *). Cerciorémonos de que tal sistema es una suce- 
sión de elementos 


es=(1,0,0, ... 55); 
e,=(0,1,0, sk (из) 
е,= (0, 0, 1, Ө, 


El hecho de que este sistema es octonormalizado es obvio (la norma 
(11.2) para cada elemento e, es igual а la unidad, у el producto 
escalar de cualesquiera dos elementos representa una suma infinita 
de productos, cada uno de los cuales es igual a cero). Para demostrar 
el carácter cerrado del sistema ortonormalizado (11.3) basta de- 
mostrar que para todo elemento т = (т, Za, ..., Za, ...) del 
espacio 1? la serie de Fonrier de este elemento según el sistema (11.3) 
converge hacia dicho elemento en norma del espacio 2 2). 

Por cuanto los coeficientes de Fourier (т, ел) del elemento s 
coinciden con las coordenadas ту de este elemento, la n-ésima suma 


parcial de la serie de Fourier del elemento = es igual a 2 EA 
y nos queda probar que 


lím 


2 266—2 |- (11.4) 


Pero, de la definición de la norma (11.2), de lo que el sistema {е} 
es ortonormalizado y de las propiedades de un producto escalar se 


1) Véase en $ 2, cap. 10 definición de la completitud y dol carácter corra- 
do de un sistema ortonormalizado. 

2) Puesto que en tal caso todo elemento = del espacio 1* puede aproximarse 
con cualquier grado de exactitud en norma de 1 mediante las sumas parciales 
de la serio citada de Fourier. 
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deduce que 
| А LS А 
me—2| =| $ 2,2, Y 20, —2)= 
| ¿ae (E aa- $ aee) 
2 2 
= 24-22 а (еу, а) al ler Y ай= 


e 
=D RD е Y а, 
а ы 
de suerto que la relación (11.4) se deduce de la convergencia delà 
serie (14.4). ү: 
Forma general de la funcional lineal en 1%. Examinareños-las 
funciones, de cuyos argumentos sirven los elementos de 13, y de: valo- 
ros, unos números reales. Las funciones de este género suelen lla- 
marse funcionales (definidas en el espacio 1%). 

Hablando con mayor precisión, nuestro objetivo es el estudio 
detallado de una funcional más simple definida en ol espacio ll, 
a saber, de la así llamada funcional lineal. 

Definición 1. Una funcional 1 (х) definida en el espacio I se de- 
nomina lineal, si para cualesquiera elementos æ e y del espacio 1? y todos 
los números reales a y В se verifica una igualdad 


l (ax + By) = al (2) + Bl (y). 


Sea xp un elemento arbitrario del espacio }, Con el fin de geo- 
metrizar la terminología, este elemento =, se llamará a menudo 
punto del espacio E. 

Definición 2. Una diferencial arbitraria l (2), definida en el espacio 
12, se Пата continua en un punto х, del espacio й, хі para toda sucesión 
de elementos {£n} del espacio l°, convergente en norma del espacio I 
hacia el elemento xp, la sucesión numérica 1 (ж„) converge hacia 1 (т). 

Definición 3. Una funcional 1 (a) se Пата continua, si lo es en 
todo punto æ del espacio Ё. 

/otemos ahora mismo que en el caso de una funcional lineal 1 (a) 
la continuidad por lo menos en un solo punto xp predetermina la con- 
tinuidad en cada punto æ del espacio 1. Efectivamente, supongamos 
quo una funcional lineal es continua en el punto xo, у que æ es un 
punto arbitrario del espacio [?. Denotemos con {а, } una sucesión 
arbitraria de elementos de 1 que converge en norma de I hacia ж. 
Entonces, la sucesión {To + z, — ж} converge en norma de 18 
hacia £a, y de la continuidad de la funcional en el punto 2, proviene 
que 

l (£a +2. —2)>1(8)) para n— оо. (11.5) 


Pero, de lo que la funcional es lineal se deduce que 1 (2, + ж, — 
— а) = l (£) + 1 (£n) — 1 (æ). A partir de la última igualdad y do 
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(11.5) obtenemos: 1 (2,) > 1 (2), cuando n-> œ, lo que significa 
recisamente la continuidad de la funcional еп el punto т. 
Definición 4. Una funcional l (х) se Пата acotada, si existe una 
constante С tal que para todos los elementos æ del espacio 1 se cumple 
una desigualdad 


Il) <C a 1. (11.6) 
Teorema 11.1. Para que una funcional lineal 1 (т) sea continua, 

es necesario y suficiente que sea acotada. 
DEMOSTRACIÓN. 1. NECESIDAD. Supongamos que la funcional lineal 
1 (a) es continua. Supongamos, además, que no existe una cons- 
tante C que asegure el cumplimiento de la desigualdad (11.6). 
Entonces, se encontrará una sucesión de elementos no nulos zx, 1) 

1 


tal que [1 (2) |22 л |12, ll. Pongamos y, = тїшї Por 
cuanto ly, — 01 = Il yn li = 2-0 cuando n— оо, resulta 


que, en virtud de que la funcional es continua, 1 (yn) — l (0) = 0, 
cuando п — оо, lo que contradice la desigualdad / (у„) = 


X l(£a) >n. La necesidad está demostrada. 

2, SUFICIENCIA. Supongamos que la funcional lineal Z (x) es aco- 
tada, os decir, existe una constante С tal que para todo elemento 2 
se verifique la desigualdad (11.6). Ahora, sea л, un punto arbitrario 
de 1%, y sea (2, ) una sucesión arbitraria de elementos de /? que con- 
verge en norma de /° hacia 2,. Entonces, por ser la funcional lineal, 
l (en) — l (29) = l (En — л»), de suerte que, en virtud de la desi- 
gualdad (11.6), | Z (æn) — l (æ) | = | l (2, — £o) | < C Il £n ~ 
— г» ||. De la última desigualdad proviene que 1 (2) (ж) 
cuando n — оо. La suficiencia está demostrada. 

El teorema demostrado permite introducir la norma de una funcio- 
nal lineal continua. 

Definición 5. Se llama norma de una funcional lineal continua 
l (2) la cota superior ezacta de la relación LLL sobre el conjunto 


з їт 
de todos los elementos æ del espacio I. кез 

La norma de una funcional lineal continua 1 (z) se denotará 
con: el símbolo || 2 ||. 

Así pues, por definición, 


її зир. (11.7) 


1 
CIS 


Es válido el siguiente teorema fundamental. 
Teorema 11.2 (teorema de Riesz). Para toda funcional lineal 
continua 1 (x) existe ип (y sólo uno) elemento a del espacio 1* de tal 


1) Para un elemento nulo 0 la desigualdad (11.8) se cumple con cualquier 
constante С, pues, por ser lineal la funcional, 1 (0) = 1 (02) = 0-1 (2) = 0. 
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indole que para todos los elementos æ del espacio I se verifica una 
igualdad 
l (æ) = (а, =), (11.8) 


соп. la particularidad de que || 1 || = || a |1. 

DEMOSTRACION Sea (e,) un sistema ortonormalizado cerrado 
(41.3), у an = L (ea) (k = 1, 2, . Cerciorémonos de que una 
sucesión de números reales (а, а, y аһ) representa un elemento 


del espacio 1%, es decir, de lo que la serie У) af es convergente. 
E 


А 
Para cualquier número п pongamos Sn = У) але. 
к 


Entonces, en virtud de que la funcional es lineal, tenemos 
US) = E alle) = 2 ai= Sn I- (11.9) 


Por otro lado, dol teoroma 11.1 y de la definición de norma de la 
funcional lineal continua (11.7) se deduce que 


LS) LSIEN US» I- (11.40) 

De (11.9) y (11.10) obtenemos que || Sn || < || 2 |1, о, que es lo mismo, 
А 

È ац. (11.14) 

La última desigualdad, válida para cualquier númoro п, demuestra 


la convergencia de la serie 2 а}, es decir, demuestra que la sucesión 


(ш. аз, ...› аң, .. .) representa cierto elemento de Z, el cual se 
denotará con а. 
Sea, ahora, т = (z1, Za, - - . .) un elemento arbitrario 


de 1%. Entonces, por ser cerrado el "sistema ortonormalizado (11.3), 


la suma parcial de la serie de Fourier Š Zpen converge en norma de 


= 
E hacia т, cuando п — оо. En virtud de que la funcional es continua, 
de aquí se deduce que 


(2 Y алеи) 169 рага п оо. 


Pero, de lo que la funcional es lineal y de la igualdad а, = 1 (ек) 
proviene que 
(2 2,0) = È ае) = Ў аа. 
“ “ “ 
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Por consiguiente, hemos demostrado que 


lím È, жау = 102), 
pen 
y esto significa precisamente que se ha establecido la igualdad (11.8) 
соп el elemento univocamente definido а, cuyas coordenadas son 
iguales а 1(e4). 

Resta por cerciorarse de que [1211 = а ||. De la desigualdad 
(11.11), válida para cualquier número л, proviene en seguida que 


Hall <ii- (11.12) 


Por otro lado, de la igualdad (11.8), ya demostrada, obtenemos, con 
ayuda de la desigualdad de Cauchy—Buniakovski 1) | (а, 2) | < 
< lla П.а |, que | 1(ж) | < lla 1-12 ||. de donde proviene, en 
virtud de la definición de la norma (11.7), que 


ILIS Ia li- (11.13) 


De (11.12) y (11.13) coneluimos que |} Z || = [а ||. El teorema está 
completamente demostrado. 

El teorema demostrado establece la forma general de cualquier 
funcional lineal continua en el espacio /2, 

3. Sobre la compacticidad débil de un conjunto acotado en la 
norma de 12, 

Definición 1. Un conjunto E de elementos de 12 se denomina acotado 
(о acotado en norma), si existe una constante М tal gue la |< М 
para todos los elementos z del conjunto Е. 

Definición 2. Un conjunto infinito E de elementos de 1 se Пата 
compacto, si en cualquier sucesión de elementos [x,), perteneciente al 
conjunto E, puede elegirse una subsucesión {тъ} que sea convergente 
en norma de 12. 

грозно que todo conjunto compacto Е de elementos de 1% es aco- 
tado ?), 

En un espacio euclideo de un número finito de dimensiones es 
cierta también la afirmación inversa: todo conjunto acotado Е que 
contiene un número infinito de elementos es compacto (teorema de Bol- 
zano—Weierstrass). Pero, en un espacio de dimensión infinita, como 
es 2%, de lo que un conjunto infinito de elementos de Æ está acolado 
ya no proviene la compacticidad de dicho conjunto. 

Por ejemplo, un conjunto (e, } de todos los elementos del sistema 


1) Según el teorema 10.1, la desigualdad de Cauchy — Buniakovski es váli- 
da рага cualesquiera dos elementos de todo espacio euclideo. 

*) En efecto, de lo que el conjunto Æ está acotado se deduciera la existen- 
cia de una sucesión de elementos, pertenecientes а E, para los cuales la suce- 
sión de tal sucesión diverge en le norma de 12, lo que contradice la condición de 
compacticidad del conjunto E. 
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ortonórmalizado (11.3) es acotado (pues, las normas de todos los 
elementos son iguales a la unidad), pero no es compacto (pues, para 
que la sucesión de elementos converja en norma de /%, es necesario 
que lá norma de la diferencia de dos elementos con los números Ё 
у k + 1 tienda hacia cero cuando k — co, y para cualquier subsuce- 
sión, formada de los elementos de (11.3), se verifique la igualdad 
lex — е: |12 = ll ex Il? + Ile; I? = 2, cualesquiera que sean k y t 
desiguales). 

Es natural tratar de introducir el concepto de compacticidad de 
un conjunto en el sentido más débil (que en la definición 2), con tal 
de que todo conjunto acotado (que contiene un número infinito de 
elementos) sea compacto en el sentido débil. 

Definición З. Una sucesión {£n} de elementos del espacio 12 se 
denomina débilmente convergente hacia un elemento £, de este espacio, 
si para cualquier elemento a del espacio 1? resulta válida la relación 


(ns а) > (Zo, а) para n— оо. 


Notemos que do la convergencia de {æn} hacia г, en la norma de 
2 y de la desigualdad de Canchy—Buniakovski se deduce convergen- 
cia débil de (%,) hacia хо, puesto que }{£a, а) — (0, а) | = 
= | (£n — zo, a) | S Vi £n — Zo а para todo olemento a. 
La débil convergencia de {zn} hacia zp no lleva consigo, en ol 
caso general, la convergencia de (x,) hacia ту en norma de l, Por 
ejemplo, la sucesión {ел} de todos los elementos del sistema orto- 
normalizado (11.3) converge débilmente hacia un elemento nulo 0, 
pues para todo elemento а del espacio 1* se cumple la desigualdad de 
Bessel 1) 


У) (er, а) || а|?, de acuerdo con la cual 
=“ 


en, а) —> (0, a) = 0, cuando n— œ. Además, se ha demostrado 
anteriormento que la sucesión {е„} no converge en la norma de 2. 

La convergencia en la norma de 1° (en diferencia de la conver- 
gencia débil) se llama a menudo convergencia fuerte. 

Definición 4. Un conjunto infinito E de elementos de 1 se Пата 
débilmente compacto, si en cualquier sucesión de elementos {£n }, рег- 
teneciente al conjunto E, puede elegirse una subsucesión débilmente 
convergente. 

Es válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 11.3. Todo conjunto acotado en Ì, compuesto de un nú- 
mero infinito de elementos, es débilmente compacto. 


1) De acuerdo con el teorema 10.4, la desigualdad de Bessel ез válida 
cada elemento y cualquier sistema ortonormalizado en un espacio euclideo 
arbitrurio. 
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DEMOSTRACIÓN. Sea E un subconjunto acotado arbitrario de 
E que contiene un número infinito de elementos, y sea (2, } una suce- 
sión arbitraria de elementos de E. El carácter acotado del conjunto 
E permite afirmar que || т„ || < М, donde M es una constante. 


Pero, en tal caso, de la relación [[ 2, ||? = Y zin se desprende 
A 


que la sucesión numérica de las k-ésimas coordenadas Zn, de los 
elomentos т„ es acotada para cualquier número К. Por consiguiente, 
en virtud del teorema de Bolzano—Weierstrass (véase teorema 3.3, 
v. Т), en la sucesión (z,) puede elegirse tal subsucesión de elementos 
(21) que las primeras coordenadas de estos elementos formen una 
sucesión numérica convergente; después, a partir de (2%) puede 
elegirse una subsucesión de elementos {x$} tal que tanto las pri- 
meras, como las segundas coordenadas do estos elementos formen las 
sucesiones numéricas convergentes, etc. Realizados К pasos, elige- 
mos una subsucesión de elementos (z(”), en la cual cada una de las 
Primeras coordenadas forma una sucesión numérica convergente, 

Pongamos y, = тї”. Es evidente que (y,) es una subsucesión 
de la sucesión original de elementos {т„} y que una sucesión for- 
mada por cualquier coordenada de los elementos y, es sucesión numé- 
rica convergente, es decir, зі yn = (Yn Yan - йн ), рага 
todo К, la sucesión yn, converge cuando п — оо. Denotemos con Бу 
el límite de la sucesión de las k-ésimas coordenadas de los elementos 
Yn, es decir, pongamos Ex == lím у, (k = 1, 2,.. .) y cercioró- 


q 

monos de que la sucesión (E, Ez, - - -, En. «  -) es un elemento del 

espacio l°, ез decir, de que la serie Y) Ef es convergente. Por cuanto 
as 

llyn || < М para todos los números л, tenemos para todo n 


x 
Хал (11.14) 
y, боп mayor razón, 
x 
È ya <M? (11.15) 
Is 
(para cualquier número fijo N y para todos los números л). 
„ Pasando en (11.15) al límite para n— o, obtendremos que 
Y ER < M? con enalquier número N, y esto es indicio de que la 
ё. 
sucesión (En Ё... .. Ens --.) representa cierto elemento de й, 
que se designará por E. 


Resta demostrar que la sucesión (y,) es débilmente convergente 
hacia este elemento $, es decir, probar que para todo elemento 
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а = (а, аз. ...‚ аһ, ...) del espacio I? es válida la relación 
lím (yn, a) = (E, a), о bien, que es igual, la relación 
q. 


lím 3 ы Žž Eran. 
к 
En vista дә que Иш yai = E A Жаныл paso 


al límite término a término (véase teorema 1.6), basta mostrar que 
la serie 


2 Yma (11.16) 
converge uniformemente respecto de todos los números л. Fijamos 


arbitrariamente e > 0, De la convergencia de la serie Ха se deduce 


la existencia de tal número mp que 
mtp 
У à< 5 (11.47) 
remti 
para todos 105 т >> т, y para сайа p natural (p =1,2,...). 
Aplicando al resto de la sorle (11-10) la desigualdad de Čauchy— 
Buniakovaki para las sumas *) 


E male Ev, S a] 
y aprovechando las desigualdades (41.14) y y (11.17), llegamos a que 


mtp 
| Y Uma |< 
ГЕЯ 
para cualesquiera т >> mọ, р naturales y. simultáneamente, рага 
todos los números п. Mas, esto significa precisamente que la serie 
6 .16) converge uniformemente respecto de todos los números л. 
1 teorema está demostrado. 

El teorema demostrado es de muy amplio uso. En particular, se 
emplea frecuentemente en la teoría de los métodos de variación 
en la resolución de los problemas de la física matemática. 


$ 2. Espacio Z? 


1. Propiedades más simples del espacio 23. El espacio Z? ya lo 
conocimos en el p. 7, $4, cap. 8, dedicado al estudio de las clases L? 
para p>1 


к. Esta desigualdad se ha establecido еа el Complemento 1 al capítulo 1, 


СА 
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Recordemos que se denomina espacio L° (Е) a un conjunto de to~ 
das las funciones {f (z)) de tal género que cada función f (т) es me- 
dible sobre el conjunto Æ, y cada función /* (z), sumable (es decir, 
integrable on el sentido de Lebesgue) sobre el conjunto Æ, con la 
particularidad de que no distinguimos funciones equivalentes sobre £, 
considerándolas como un solo elemento de £% (E). 

L? (Е) se Пата brevemento espacio de funciones con un cuadrado 
sumable (sobre el conjunto E). 

Notomos ahora mismo que todas las integrales en este párrafo 
se entienden en el sentido de Lebesgue, y por el conjunto Е se entiende 
un conjunto medible de medida finita positiva en la recta infinita, 
aunque toda la teoría que se exponc se extiende sin complicaciones 
algunas al caso de un conjunto arbitrario de medida positiva Æ 
en un espacio de cualquier número п de mediciones. 

En el p. 7, $ 4, cap. 8 se ha establecido que el espacio Z? (Е) 
es espacio normado lineal con la norma de cualquier elemento f (х) 


de la forma 
sn 
ил=(} pea)” (41.48) 
E 

El espacio L? (E) se diferencia esencialmente de todos los demás 
espacios L? (Е) para p = 2 en lo que £* (E) os un espacio euclideo 
dotado de producto escalar de cualesquiera dos elementos f (x) 
y g (2) de la forma 1) 


а, = È 15d. (41.49) 


Ё 


La validez en L? (Е) de todos los cuatro axiomas del producto escalar?) 
proviene con facilidad de la independencia del producto f (g) g (т) 
del orden de los factores, de las propiedades lineales de la integral 
y de la condición de equivalencia a cero de una función f? (т) me- 
Ае, sumable y по negativa. 

Indiquemos, además, que de (11.48) y (14.19) se deduce que (al 
igual que en todo espacio euclídeo) la norma y el producto escalar 
en £* están ligados entre sí mediante una relación 


ПАП И А. 


Por fin, recordemos que en el р. 7. $ 4, cap. 8 se ha demostrado 
que el espacio L? (Е) es completo. 3) 


» фа definición do espacio euclideo y do producto escalar se du en el $ 1, 
сар. 10; 

3) Véanse en el $ 4, cap. 10 los axiomas de un producto escalar. 

3) Recordemos que un espacio normalizado lineal so llama completo, si 
para cualquier sucesión fundamental (f,,) de elementos do este espacio (es docir, 


para la sucesión (fn) para la cual lim sup |i fm — fn | = 0) existo 


un elemento / del espacio Я, hacia ol cual converge en Л esta sucesión. 
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Pasemos, ahora, al esclarecimiento de las propiedades más pro- 
fundas del espacio 22 (E). 

2. Separabilidad del espacio 22. Veamos al principio un espacio 
normalizado lineal arbitrario R. 

Definición 1. Un conjunto M de elementos de un espacio norma- 
lizado lineal Н se denomina siempre denso (o denso еп R), si para 
todo elemento f del espacio R podemos separar una sucesión de elementos 
{fn} de М que converja en la norma de Н hacia f. 

Definición 2. Un espacio normalizado lineal R se llama separable, 
st en el mismo existe un conjunto numerable de elementos M siempre 
denso. 

El objetivo de este punto consiste en demostrar la separabilidad 
del espacio Zê. 

Teorema 11.4. Un conjunto de funciones continuas sobre E es 
siempre denso en L? (Е). 

DEMOSTRACIÓN, Sea f (z) una función arbitraria de L? (Е). Sin 
limitar la generalidad de los razonamientos, podemos considerar que 
f (2) > 0. En efecto, al introducir dos funciones no negativas 


ра MONO. д Р) 1—00), 
2 


es fácil convencerse de la validez del teorema para toda función 
f € L, a condición de que para las funciones no negativas el mismo 
está demostrado. 

Además, podemos suponer que f (х) toma siempre los valores 
finitos. Así pues, sea f (2) € La (E) у 0 < f (z) < со. 

Para cada número n, veamos una sucesión de conjuntos !) dis- 
juntos 


ВЕ У] (=0,1,2, ...) 


Entonces, evidentemente, para todo número п (n = 1, 2, .. .) la 
suma de los conjuntos mencionados respecto de todos los К = 0, .. 


da el conjunto E, es decir, Е = U Ef. 


aco 

Construyamos una sucesión {/„ (z)} de funciones, definidas sobre 
el conjunto E, al poner para cada número n que fn (z) == k/2%, 
cualquiera que sea т perteneciente а Ел. De este modo, cada función 
Ín (z) es función «escalonada» sobre el conjunto Æ (que toma a lo 
sumo un número numerable de valores). 

Ahora, es también obvio que para todos los números n y todos 
los puntos = del conjunto Æ queda válida una desigualdad 


Оу (2) — fa (2) < 1/2", 


») Recordemos que el símbolo £ / satisface la condición 41 denota un con- 
pato de todos los puntos de Æ, para los cuales la función f (z) sutistaco la con- 


ición А. 
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de la cual proviene que la sucesión (f, (2)} converge hacia f (z) 
uniformemente sobre el conjunto Æ. Pongamos Y, (z) = 
= mín (n, ў, (2)). 

Toda función Y, (z) toma sobre el conjunto Æ sólo un número 
finito de valores, con la particularidad de que la sucesión (У, (z)} 
converge hacia f (т) en todo punto de E. Además, por cuanto en cada 
punto de E se cumple la desigualdad 0<f (2) — Y, (2) < (2), 
de la cual proviene que [ (z) — Y, (x)]* < 7 (2) en todo punto de £, 
entonces, en virtud del corolario del teorema 8.19, la sucesión 
[f (2) — Y, (т)]° converge hacia cero en ЈА (E), es decir, la sucesión 
Y, (2) converge hacia ў (z) en L? (E). 

Queda por demostrar que toda función Y, (z) puede aproximarse 
en la norma de Z° (Е) mediante una función continua con cualquier 
grado de exactitud. Recordemos quo cada función Y, (z) toma sólo 
un número finito de valores, es decir, tiene por expresión Y, (х) = 


= > aron (2), donde az (k = 1, 2, .. ., т) son unos números cons- 
К 
tantes, y өр (z), las así llamadas funciones características del con- 
junto E: 
аб | sobre el conjunto Ep, 
ч 0 fuera del conjunto Ej. 
De este modo, para finalizar la demostración del teorema es sufi- 
ciente construir una sucesión de funciones continuas que converja 
en L? (E) hacia Ја función w (z) de la forma 
1 sobre el conjunto Ey, 
өх) = $ 
0 fuera del conjunto Eo, 


donde E, es un conjunto medible contenido en E. 

Para el conjunto E, y para todo número п existen un conjunto 
abierto б, que contiene Æo, y оп conjunto cerrado Fn contenido 
en E, de tal género que la medida de la diferencia G, — Ё, sea 
inferior a 4/n?). 


Denotemos con el símbolo Ё, un complemento del conjunto Gn 
y pongamos 
ре, Fa) 
Pta Ёһ)-Ер(=, Fn) 
donde el símbolo p (z, F) denota la distancia del punto z al con- 
junto F. 
Evidentemente, toda función q» (z) es continua en Æ, es igual 


a la unidad en Р,, igual a cero en Ё, y satisface siempre la condición 


Ф(2)= 


1) En virtud de la definición de mensurabilidad del conjunto Езу del сого- 
lario del teorema 8.5 (véase p. 2, $ 2, cap. 8). 
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O< qn (ш) < 1. De aquí obtenemos la siguiente estimación para 
la norma de la diferencia qn (z) — wo (2): 


П 91ка = {1 0) —о Ра Y arci, (14.20) 
É CON 
la cual da por terminado la demostración del teorema. 

Demostremos ahora el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 11.5. Para cualquier conjunto medible acotado E el 
espacio ТА (E) es separable. 

DEMOSTRACION. Demostremos primero un caso en que el conjunto 
E es un segmento la, b]. Probemos que podemos tomar a título de 
conjunto numerable siempre denso en £* (la, bl) un conjunto M de 
todos los polinomios de coeficientes racionales *). 

De acuerdo con el teorema 11.4, toda función f (z) de L? (la, bl) 

uede aproximarse con cualquier grado de exactitud en la norma 
ie e (la, bl) mediante una función continua. Luego, de acuerdo 
con el teorema de Weierstrass 1.18, toda función continua en el 
segmento [а, 01 puede uniformemente aproximarse en dicho segmento 
(у, por tanto, también en la norma de Lê ([а, b])) con cualquier grado 
de exactitud mediante un polinomio algebraico de coeficientes reales. 

Por fin, es obvio que un polinomio algebraico de coeficientes 
reales puede uniformemento aproximarse en la, b], y, рог consi- 
guiente, en la norma de 22 (la, bl) con cualquier grado de exacti- 
tud mediante un polinomio de coeficientes racionales. Con esto 
queda finalizada la demostración del teorema en el caso, cuando el 
conjunto Æ es el segmento la, b). 

Ahora, sea £ un conjunto medible acotado arbitrario. Por cuanto 
el conjunto Æ es acotado, se encontrará un segmento la, b] que eon- 
tenga el conjunto Æ. 

Supongamos que f (2) es nna función arbitraria de [2 (E). Haga- 
mos prolongar esta función al segmento la, bl, poniéndola igual 
a cero fuera de Æ. Resta notar que la función f (z), prolongada de la 
manera indicada, pertenece а la clase L? (la, bl), y, por eso, de con- 
formidad con lo demostrado más arriba, puede aproximarse con cual- 
quier grado de exactitud еп la norma de Zê (la, b]) (y, con mayor 
razón, en la norma de £* (£)) mediante los polinomios de coeficientes 
racionales. Por consiguiente, en este caso también los polinomios 
de coeficientes racionales forman un conjunto siempre denso en 
L? (Е). El teorema está completamente demostrado. 

3. Existencia en L*de un sistema ortonormalizado cerrado com- 
puesto de un número numerable de elementos. Para construir en 
І? un sistema ortonormalizado cerrado de elementos, partiremos de 


. 2) El hecho de que este conjunto Af es numerable se desprende de numera- 
bilidad de todos los números racionales y de numerabilidad del número de 
todos los polinomios de diferentes grados. 
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lo que en L? existe un conjunto siempre denso de elementos fy, fa, -. - 


Demostremos que un sistema normalizado cerrado puede ser cons- 
truido con ayuda de las combinaciones 1) lineales finitas de elementos 
del conjunto siempre denso fi, fas -- -s fns --- 

Esto método de construir un sistema ortonormalizado se lama, 
de ordinario, proceso de ortogonalización. 

Convengamos en considerar que entre los elementos fy, fa, + 
<<. fns + - по hay linealmente dependientes 2) (de lo contrario, 
al aumentar sucesivamente el número л, tendríamos que eliminar 
en la {fn} cada elemento jn que es una combinación lineal de ele- 
mentos fi, fa -o fm): 

Construyamos un sistema de elementos no nulos ortogonales dos 
а dos Чү, Wa, .... Wn, -.. tales que para todo número л cada 
uno de los elementos W,, Wa, . . ., Y, sea una combinación lineal 
de elementos /,, fs, « - == fns y, Viceversa, cada uno de los elementos 
fis fas - - «+ fn sea una combinación lineal de elementos Yy, Чу... 


OA 

Demostremos, empleando el método de inducción matemática, 
que el citado sistema de elementos Yi, Y, - . -» Wn, ... Puede ser 
sucesivamente definido mediante las relaciones 


мај. (11.21) 
(п, Ч) On Ya) ... (n ds 


Uno Ya) (б, Ya) ++ (ar Ena fn 


Está claro que el elemento Y,, definido por la relación (11.21), 
es no nulo (pues, de lo contrario, para todo número » resultarían 
ser linealmente dependientes los elementos fi, fa, «+ -1 fn- 

De este modo, cuando n= 1, quedan cumplidas todas las exigen- 
cias mencionadas anteriormente. Supongamos ahora que el sistema 

i Was + > -+ Y, construida con ayuda de las relaciones (11.21) 
y (11.22), satisface todos los requisitos citados más arriba y cercio- 
rémonos de que en este caso se satisfacen también por el sistema 
Y, Yo, ..., Y, construido con ayuda de las mismas relaciones. 
De (11.22) se pone claro que un elemento Y, es una combinación 


1) Se dice que un elemento Y, es combinación lineal de elementos /,, f2, 
Im» si existen tales números reales am, as, - - -, Am qUe Lp = Aif tH aaf Т. 
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lineal de elementos fı, fa, fas - - -s fns У, por lo tanto, no es nulo 
(de lo contrario, sería un elemento nulo la citada combinación 
lineal, es decir, los elementos f}, fs, - - -, /n resultarían ser lineal- 
mento dependientes). 

Luego, por cuanto los elementos fi, fz, .. ., fn-, Se oxpresan 
linealmente en términos de Yy, Ya. ..., Wa., y como ol menor: 
en la esquina derecha inferior del determinante (11.22) de /, es igual 
a || Yai 11%), y. por eso, es distinto de cero, de la igualdad (11.22) 
concluimos que también el elemento fa se expresa linealmento en 
términos de Y, Wa... Ya. 

Por fin, de (11.22) se deduce inmediatamente que el elemento 
Y, es ortogonal con relación a cada uno de los elementos Ч, Wa, . 

-oa Way. En electo, si А es cualquiera de los números 4, 2, 

‚ п — 1, entonces, al multiplicar ambos miembros de (11.22) 
escalarmente por W, obtendremos en el segundo miembro un deto! 
minanto cuyas columnas /i-ésima y n-ésima son iguales. De lo que 
tal determinante os igual a coro proviene que (Y,, W,) = 0 para 
todo% = 4, 2, .... в 1. 

Queda finalizada la inducción y el sistema Y}, ЧӨ... 
que satisface las exigencias mencionadas, está construido. 

Ahora, al poner, рага cada número п. qn = Y,/|| Y, ||, obtene- 
mos un sistema ortonormalizado Pr, Pas .... Pns <. 

El carácter cerrado del sistema construido [ф„} se deduce cn 
seguida de lo que todo elemento del conjunto siempre denso Чы 
es nna combinación lineal de un número finito de elementos do 
sistema {Pr}. 

Do la numerabilidad del conjunto sienpre denso de elementos 
fis fas + + fns « + + se desprende que el sistema ortonormalizado 
cerrado construido contiene a lo sumo un número numerable de elo- 
mentos. Mas, el número de elementos de este sistema no puede ser 
finito, pues, esto significaría queel espacio £* os de dimensión finita °). 

Con esto queda definitivamente demostrada la existencia on /7 
de un sistema ortonormalizado cerrado compuesto de un número 
unmorable de elementos. 

Señalemos en conclusión que un sistema orlonormalizado cerrado 
de elementos en 1? se denomina, a menudo, base ortonormalizada ?). 


Mar 


1) Para cerciorarse de esto, basta escribir la igualdad (11.22) para ol núme- 
ro (a — 1) y multiplicarla oscalarmento por Р. 

З) Bl hecho de que la dimensión del espacio Z7 (Е) os infinita se deduce 
dirvctamento de que para cualquier múmoro п, prefijado de antemano ей esto 
espacio, existen л elementos linealmente independientes 1, z, 12, ..., 21-1, 

3) Un sistema de elementos (qn) se llama hase del espacio / (2), зї а todo 
elemento ў de Z? (E) le corresponde univocamente un desarrollo de este” elomento 
en serie Y) cap, соп coeficientes constantes cn, convergente hacia el elemento / 


va la norma dol espacio 27 (Е). 


26509 
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4. Isomorlismo de los espacios 22 у 2* y corolarios. Al igual que 
en el espacio 1%. se introduce en el espacio L? (Е) el concepto de 
convergencia débil de una sucesión de clomentos y el de compacticidad 
débil de un conjunto de elementos, 

Definición 1. Una sucesión {fn (x)) de elementos del espacio 
12 (Е) se denomina débilmente convergente hacia un elemento f (x) 
de este espacio, si para cualquier elemento g (т) de L? (E) es válida la 
relación 

la D=>—U. g) para n— оо. 
o bien, que es lo mismo, 


| h)g (2) 22 { 50) 26) = para noo. 
й Ё 


De un modo elemental, por suma analogía con el caso de l, se 
demuestra que de la convergencia de {fn (2)) hacia / (x) en la norma 
de £% (Е) se deduce la convergencia débil de {/„ (x)) hacia 7 (z). 
Por supuesto, la convergencia débil de los elementos de Z° (Е) no 
lleva consigo la convergencia en la norma de Z? (£) (do ojemplo puede 
servir cualquier sucesión ortonormalizada de elementos del espacio 
12 (E). 

Definición 2. Un conjunto infinito M de elementos del espacio 
L? (E) se llama débilmente compacto, si en cualquier sucesión de ele- 
mentos {fn (х)}, perteneciente al conjunto M , puede separarse una sub- 
sucesión débilmente convergente. 

Por suma analogía con lo que se ha hecho para el espacio 12, en 
el espacio / se introduce el concepto de funcional lineal continua. 

Definición 3. Una funcional 1 (f), definida sobre los elementos j 
del espacio 12 (E), se Пата lineal, si para cualesquiera dos elementos | 
y g del espacio ІЗ (E) y para cualesquiera números reales œ y В se verifica 
la igualdad 1 (af + ба) = al (f) + BI (8). 

Convengamos en llamar los elementos f de L* (Е) puntos de este 
espacio (en los casos cuando ello sea cómodo). 

Definición 4. Una funcional L(f), definida sobre los elementos 
j del espacio І? (E), se llama continua en un punto fa de dicho espacio, 
51° para cualquier sucesión {fn} de elementos de 12 (E), convergente en 
la norma de 12 (E) hacia el elemento fo, una sucesión numérica 1 (fu) 
converge hacia 1 (fo). 

Definición 5. Una funcional l (ў) se denomina simplemente con- 
tinua, si es continua en cada punto f del espacio І? (E). 

Lo mismo que en el caso de 1%, es fácil demostrar que si una fun- 
cional lineal en Zê (Е) es continua al menos en un solo punto de 
I? (E), será continua en todo punto de Z° (Е), es decir, es simple- 
mente continua. 

Surge, naturalmente, la cuestión de aplicación en el espacio 
12 (E) del teorema 11.2 sobre la forma general de la funcional linea] 
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continua y del 11.3 sobre la compacticidad débil de todo conjunto 
acotado (en norma), demostrados ambos para el espacio 2. 

Establezcamos una relación profunda existente entre los espacios 
12 y ЇЇ, que nos permitirá constatar inmediatamento la validez para 
el espacio L* de los teoremas que acabamos de citar. 

Introduzcamos la siguiente noción fundamental. 

Definición 6. Dos espacios euclídeos arbitrarios R y R’ se llaman 
isomorfos, si entre los elementos de dichos espacios se puede establecer 
una correspondencia biunívoca de un modo tal que, a condición de que 
los elementos x' e y' del espacio В! son imágenes de los elementos z e y 
del espacio R, se cumplan los siguientes requisitos: 1) un elemento 
x’ + у del espacio R’ es la imagen del elemento z +- y del espacio R; 
2) con cualquier А real, un elemento Ал’ del espacio R' es la imagen del 
elemento dx del espacio R; З) los productos escalares (27, y') у (ж, су) 
son iguales. 

En el curso de álgebra lineal se establece que todos los espacios 
euclídeos n-dimensionales son isomorfos entre sí e іѕошогіоѕ al 
espacio E”. 

El objetivo principal de este punto consiste en establecer el iso- 
morfismo de los espacios euclídeos de dimensión infinita E] 
y 2, Pero, demostremos, ante todo, el siguiente teorema notable: 

Teorema 11.6 (teorema de Riesz—Fisher). Sea {ọn} un sistema 
ortonormalizado arbitrario еп L? (E) *). Entonces, para toda sucesión 
de números reales (сү, сз. ..., Сп, - - .) que satisface una condición 


5 A < хо, es decir, es un elemento de l, existe una, y sólo una, fun- 
S 


ción f (z) del espacio L? (E) tal que cn = (f, ч) = | (2) Pn (2) dz 


y DA= IFIP = $7 (2) de. 
1 2 
DEMOSTRACION. Pongamos h= Ў, La sucesión {fn} es 


fundamental, puesto que рага mo>n se vorifica la igualdad 


АИ pi © y, por hipótesis, la serie Y cf es convergente. 
4 к= 

Mas, en este caso, por ser completo el espacio Z? (Æ) (la completitud 

fue establecida en el р. 7, $4, cap. 8) existe un elemento f del espacio 

1А (E) de tal género que 


lím || faf Il = lím БУЕ =0. (11.23) 


2) No se presupone la completitud, ni menos aún, el carácter corrado de este 
sistema. 
200 
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De la última relación y de la identidad de Bessel (10.17), obtenida 
en el $ 1, cap. 10 1), se deduce que 


нш У ей = ПУР, es decir, Y йу. 
ча = 


Domostremos que (f, qa) = с para todo número Æ. Con este lin 
notomos que en virtud de que el sistema {p4} es ortonormalizado 
para todo н 22 Е, se verifica la igualdad 


Un m= h Y емна) Ў cui чу-е» (20 


i 
y tomemos en consideración que, en virtud de la desigualdad de 
Cauchy—Buniakovski, 
ПО Ф) О D= nh ч) SV n АГЬ = ЛГ» A 
y, en vista de (11.23), es válida la relación 

Un, Фа) — (f, Pa) para л + оо. (11.25) 


Do (11.24) y (11.25) obtenemos que (/, Pp) = ca para todo número А. 

Resta por demostrar que / es el único elemento de L° (Е) que 
satisface todas Јак condiciones del leorema. Sea g cualquier otro 
elemento de /? (E) que satisface todas las condiciones del toorema. 
De la desigualdad de Cauchy—Bmniakovski |(/„ —f 21 < 


«ИП 7ГЕ y de (11.23) se deduce que 
Un—f, 80) —>0 para л + оо. (11.26) 


Pero, do 1а igualdad (g, qn) = ca y de los axiomas del producto 
escalar proviene que 


M0 (Хола) = È 0060-00 Ў 00), 
de suorte que, en vista de (14.26), 
È ‹й=(/.&). (11.27) 
“ 


De (11.27) у de las relaciones У) с = y Y ср 1 
E ка 


obtenemos 
ї7—#й=(—яа,/— 2) =U7 1-2 8 +Ig1F=0. 


1) La citada desigualdad de Bessel se cumple para todo sistema ortonorma- 
izado en cualquier espacio cuclídeo. 
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Mas, esto significa precisamente que la diferencia f — g es un ele- 
mento nulo de £* (Е), es decir, f == g. El teorema está completamente 
demostrado. 

OBSERVACIÓN. — Si un sistema ortonormalizado (qn) está cerrado 
o, por lo menos completo. la unicidad del elemento / tendrá lugar 


incluso sin la exigencia de que У) ch = [| f 1° (véase con esto motivo 
1 


el teorema 10.8). 
Apoyándonos en el teore 
siguiente teorema fundament: 
Teorema 11.7. Los espacios І (E) y (2 son isomorfos. 
pemostració. — Elijamos en el espacio / (Е) un sistema opto- 
normalizado cerrado {ф} y pongamos on correspondencia а todo 
elemento / del espacio L? (Е) un elemento с = (сү. Ca, .. -, с...) 
del espacio 2? cuyas coordenadas су, tienen por expresión ca = (f, pa) 
(== 1. 2, ...). En virtud del teorema 11.6, tal correspondencia ез 
biunívoca. 
Queda por demostrar «que si a los elementos f y g del espacio 
12 (E) les corresponden. respectivamente, los elementos e = (сд, 


de Riesz—Fisher, demostremos ul 


саа Emo эй y de (Bye узса + + +) del ospacio й, 
entonces: 1) al elemento / + g le corresponde el elemento с + d = 
= (e, + dy, ca + dp... са + dns + > .), 2) рага todo A roal, al 


olomento Af le corresponde un elemento Ae — (Ас. Acs ++. 
saa Асау ++ 0), 3) зе verifica la igualdad 


U, £) = (е, d) = Entro (11.28) 


llamada, corrientemente, igualdad generalizada de Parseval. 

Las exigencias 1) y 2) se deducen de las propiedades del producto 
escalar 1). Demostremos la igualdad (14.28). Por sor cerrado el sistema 
{фк}, para cada una de las funciones f, g y f + g son válidas las 
igualdades de Parseval 


й= Ў с, (= 3d, (41.29) 
© КЕ 
(+, += д (с, + di)? (11.30) 


Al sustraer (11.29) de (11.30), obtendremos 


24,=2 Ў ой. 
СА 
El teorema está completamente demostrado. 


2) Para demostrar 1). basta notar que (f + g. qa) = U. ЧА) +U фи) = 
= cx -F da. 
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EJ teorema demostrado pormite considerar г: como una forma coor- 
denada de notación de los elementos del espacio Z? (Е). Este teo- 
rema hace extender a £* (Е) todas las afirmaciones establecidas para 
1%, y viceversa. 

lin particular, del teorema 11.7 se deducen las siguientes afir- 
maciones. 

1°. El espacio ЁЁ es completo. 

Cualquier conjunto acotado en norma de Z* (К), que contiene 

mero infinito de elementos de /2 (Е), es débilmente compacto. 
1°. Para toda funcional lineal continua Z (f), definida sobre los 
elementos / del espacio Z? (E), existo uno, y sólo un elemento g 
del espacio /2 (Еу de ta) género que para todos los elementos ў del 
espacio /2 (Æ) se vorifique la igualdad 1 (f) = (/, g), con la parti- 
cularidad de que 


ПЕТЛИ 
= з 
п 


= 1111. 


Desde el punto de vista de la mecánica cuántica, el teorema 11 
os una argumentación matemática de la equivalencia existente entre 
la «mecánica matricial» de Heisenberg y la «mecánica ondulatoria» 
de Schródingor, la primera de las cuales empleaba como aparato 
matemático el espacio coordenado 1%, y la segunda, un espacio de 
funciones con cuadrado integrable /2. 

El teoroma 11.7 sugiere, naturalmente, uua ¡idea de que ambos 
espacios, l? y £*, son sólo dos diferentes realizaciones concretas de un 
mismo espacio abstracto, y nosotros pasamos al análisis de dicho 
espacio. 
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1. Concepto de espacio abstracto de Hilbert. Un espacio de Jil 
bert Н, el que ya conocimos en forma de dos sus realizaciones concre- 
tas 2 y L°, se introduce axiomáticamento como una totalidad de ele- 
mentos X, У, Z, .. . de cualquier género que satisfacen un sistema 
detorminado de axiomas. 

Ho aquí todos los axiomas a los cuales han de satisfacer los ole- 
mentos del espacio abstracto de Hilbert H. 

1. a) Axioma sobre la existencia de una regla, por medio de la 
спа] a cualesquiera dos elementos X e Y del cspacio H se les pone en 
Soreespondencin un elomento de este espacio Z, llamado suma de 
X о Y. 

b) Axioma sobre la existencia de una regla, por medio de la 
cual a todo elemento X del espacio H y a todo número real A se 
les pone en correspondencia un elemento del espacio H. lamado 
producto de X рог %. 
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с) Ocho axiomas del espacio lineal *). 

Il. a) Axioma sobre la existencia de una regla, por medio de la 
cual a cualesquiera dos elementos Х e Y del espacio H se les pone en 
correspondencia un número, llamado producto escalar de estos ele- 
mentos y denotado con el símbolo (X, Y). 


b) Cuatro axiomas del producto escalar ?). 


ПІ. Axioma sobre la completitud del espacio Æ respecto de la 
uorma definida mediante una igualdad [| X || = V (X, X) 3) 

TV. Axioma sobre la existencia en Е de cualquier número preti- 
jado de antemano de elementos linealmente independientes. 

V. Axioma sobre la existencia en Æ de un conjunto numerable 
de elementos siempre denso (еп ol sentido de la norma de Н). 

Dicho de otro modo, se llama espacio de Hilbert H todo espacio 
euclideo lineal completo separable de dimensión infinita. 

En el espacio de Hilbert Р хо introducen: 1) concepto de conver- 
gencia de una sucesión de elementos en norma y de convergencia débil 
(se dice que una sucesión de elementos (Kn es dóbilmente conver- 
gente hacia el elemento X, si para todo elemento Y es válida la rela- 
ción (Xn. Y) = (X, Y) cuando п —- оо); 2) concepto de compacti- 
cidad débil del conjunta М де elementos de Л (quo se define como la 
posibilidad de elegir en cualquier sucesión de olementos de M nna 
subsucesión débilmente convergente); 3) concepto de funcionales 
lineal y continua 1 (X), definidas sobre los elementos X del espacio A 
(una funcional 7 (Х) se Пата lineal, si L (aX -- PY) = al (X) + 
+ PL (Y) para cualesquiera elementos X е Y dol espacio H у рага 


%) Los ocho axiomas moncionados pueden encontrarse en cualquior curso de 
álaebra lineal. Para mayor comodidad damos aquí estos axiomas. 

1°, X + Y = Y + X (para cualesquiera clomentos X е Y). 

25 X + (Y 4- 2) = (X -- Y) 4- Z (para cualesquiera elementos X. Y y Z). 

3. Existe un elemento 0 tal que X 0 = X para todo clomento X. 

4°. Para cada olmnento X existe wn elemento X” tal que Х + X’ = 0. 
а 2° slex) = (аф): X para todo elemento X y cualesquiera númoros rea- 
оз a y p. 

60. 1-Х = X para todo elemento X. 

17°. (u -+ B) X = ®Х-—-[ЬХ para todo olemento X y cualesquiera númoros 
realos а y Б. 

8. a (X + Y) == аХ +aY para cualesquiera elementos X e Y y todo 
número real а. 

2) Los axiomas del producto escalar so tratan en el $ 1, сар. 10. Para mayor 
comodidad damos aquí estos axiomas. 

4%. (X. Y) = (Y, X) para cualesquiera X o Y. 
2 (ХАБ Y, 2) == (Х, 2) + (Y. 2) para cualesquiorn elementos X, Y, 7. 
LE. (aX, YY = a (X, Y) para cualosquiera elorentos X о Y y todo número 
real а. 

4°. (X, X) > 6 para todo elemento по nula X, (0, 0) = ©. 

3) Véase la definición de espacio normalizado lineal' en el р. 7, $ 4, cap. 5. 
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si (Ф, } es un sistema 
ortonormalizado arbitrario en H, у (с, сг, .. .. Ens .. .), Una Suce- 
sión arbitraria de números reales que satisfacen la condición 


Y оф < ос, existo en H, y, además. el único elemento X tal que 
=. 


a= my бах 


La demostración de este teorema se diferencia de la del teo- 
roma 14.6 sólo en lo que en todos los razonamientos conviene tomar 
los elementos de H en lugar de los elementos del espacio /7. 

El teorema do Riesz—Fisher permito establecer el siguiente teore- 
ma fundamental. 

Teorema 11.8. Todos los espacios de Hilbert son іхотогјоѕ uno al 
otro. 

Basta demostrar que todo espacio de Hilbert } es isoworío АЈ 
espacio l, y con oste fin es suficiente repetir la demostración de) 
teorema 11.7, sustituyendo en todos los razonamientos los elementos 
de /7 por e H. 

Del teorema 11.8 se deducen en seguida las siguientes afirma- 
ciones, 

1°. Todo conjunto acotado en norma de Н que contiene un número 
infinito de elementos de H es débilmente compacto. 

2°. Para cada funcional lineal continua 1(X), definida sobre los 
elementos X del espacio de Hilbert Н. existe uno (y sólo un) elemento 
Y de este espacio tal que para todos los elementos X del espacio H se 
verifique la desigualdad 1 (Х) = (X. Y), con la particularidad de que 


TES зир Н. =P 0 


ES 


OBSERVACIÓN. Se puede mostrar que todo conjunto M débilmente 
compacto de un número infinito de elementos de // es acotado (en la 
norma de Н). De otras palabras, se puede demostrar que el carácter 
acotado de un subconjunto M de H que contiene un número infinito de 
elementos constituye uno condición necesaria y suficiente de la com- 
pacticidad débil de dicho subconjunto. 
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2. Equivalencia de los conceptos de completitad y de carácter ce- 
rrado de un sistema ortonor malizado en el espacio de Hilbert. De 
acuerdo con el teorema 10.7, en cualquier espacio euclídeo (y, por 
lo tanto, en cualquier espacio de Hilbert) todo sistema ortonorma- 
lizado cerrado es completo. Ahora demostremos que en ol espacio de 
Hilbert es válida también la afirmación inversa. 

Teorema 11.9. Todo sistema ortonormalizado completo de elementos 
de un espacio arbitrario de Hilbert es cerrado. 

DEMOSTRACION. Sea {Ф, } un sistema ortonormalizado completo 
arbitrario de elementos de Н, y sea Y cualquier elemento de H. Es. 
suficiente mostrar que Ја n-ésima suma parcia) S, de la serie de 
Fourier del elemento Y según el sistema (0, } converge hacia dicho 
elemeuto Y en norma de Н. 


Sea cy = (У, Ф), $„== Y City. Por cuanto la serio A es 
^ = 
convergente!) (en virtud de los axiomas del producto escalar y 


de lo que el sistema {Ф„} es ortonormalizado) y puesto que, para 
todo m >n 


e я = 

. 5 

a D ом) Ў 4 
аак S „ы 


Е БИА 
om 


la sucesión {Sn} es fundamental. 
Mas, en este caso, por ser completo el espacio H, existe un elo- 
mento de esto espacio W, tal que 


ISa — 1-0 para noo. (11.34) 


Resta por demostrar que Ч, = Y. Con este lin es suficiente probar 
que los elementos Y y We tienen iguales coeficientes de Fourier 2). 
Fijemos un número arbitrario К. Рага todo з > X. en virtud del ca- 
rácter ortonormalizado del sistema {Dp} y de los axiomas del pro- 
ducto escalar, 


сй, Da |= Y е (Ф, Ч) =. (11.32) 


(Sa w= S 
ча 


Por otra parte, dado que, en vista de la desigualdad de Cauchy— 
Buniakovski. 


MS mo Da) — (Fo, Va) | = | (Sa — Yo, Ф) 15 
АЕ TED, V ЕИ 
1) La convergencia de esta sorie ргоуіево, рог 
de Bessol (vénse teorema 10.10). 
2) En efecto, la coincidencia de todos los coeficientes «le Fourier de los 


olementos Y y Y, significaría que el elemento Y= Fg es ortogonal a todos los n» 
y, por tanto, es nulo, por sor completo el sistema Фу. 


jemplo, de la desigualdad 
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de (11.31) se desprende que 


(Sae Da) > (Fo, Da) cuando n — оо. 


De esta relación y de (11.32) obtenemos que (Yo, Ф,) = с, = 
= (Y, Da). El teorema está demostrado. 

Corolario. En el espacio de Hilbert Н la completitud de un sistema 
ortonormalizado es equivalente a su carácter cerrado. 

OBSERYACIÓN. Para un espacio enclídeo no completo ol teorema 11.9 
no es, en el caso general, válido. 

Nustremos este hecho con ol siguiente ejemplo 1). 

Examinemos un espacio euclideo С° de todas las funciones f (2), 
continuas sobre un segmento [—a, xl, con un producto escalar defi- 
nido mediante la igualdad 


H e= | 1 e (az. 


Por supuesto, este espacio no ез completo *) (y. por lo tanto, no оз 
de Hilbert). Construyamos en este espacio un sistema ortonorma- 
lizado comploto de elementos que no sea cerrado. El proceso de cons- 
trucción de tal sistema se subdivido en dos etapas. 

1°. Primero demostremos que en el espacio de Hilbert /2 (д, л} 
existe un sistema ortonormalizado completo фо. Pa. Pa, - + ++ Фа, .-. 
tal que la función фе (z) es discontinua sobre el segmento [—a, al 
у todas las funciones qa (z), n = 1, 2, ..., son continuas sobre 
dicho segmento. 

Pongamos 


1 
wat) =Í чүк Pen 0<ге<л. 
0 para —a<zr<0, 


Won (2) Усна „ү. 


(11.33) 


VA о, 
Vi son nz 
“=d Й 
° para 02и 


2) Este ejomplo nos proporcionó Sh. A. Alimov. 

Es suficiente fijar una función fọ (2) sobre ol Segmento [— я, л] que 
sen continua а trozos (pero no estrictamente continua) y observar que (en virtud 
del corolario 2 del p. 3, $ 3, cap, 10) la sucesión de nomas marciales (еп fe aad 
trgonomérriça de Fourier de la función fo (2) convergo hacia esta función en la 
norma de £? [—л, л]. Por ser completo el espacio £* (— л, л], la citada sucesíó. 
de sumas parcisles es fundamental. Aunque todo elemento de dicha sucesión 
es una función contínua өп [— л, л], su límite en Z% {— п, л] (es decir, la Tun- 
ción fo (2)) no pertenece a CY. 


$ 3. Espacio abstracto de Hilbert sn 


Indiguemos ahora mismo que la función Yo (z) es discontinua 
sobre el segmento [—xx, x], mientras que todas las demás funciones 
Y, (z) (n = 1, 2, . . .) son continuas en el mismo. Además, es fácil 
comprobar que la función Y, (z) es ortogonal en [—x, al a cada una. 
de las funciones \Р„ (т) (para todo n = 1, 2, . 

Cerciorémonos de que aunque el sistema (Y, (2)) (n=0, 4, 
2, . . .} no es ortonormalizado en Z? [—a, л}, es, sin embargo, com- 
pleto en el sentido de que cualquier elemento f (х) del espacio 
L? [—a, л), ortogonal a todas las Y, (z) (para n = 0. 1, 2, ...), 
será idénticamente igual a cero. 

En efecto, sea f (т) un elemento cualquiera del espacio L? (—л, л}, 
ortogonal a todas las Y, (z) (п = 0, 1, 

De la ¿mogonalidad де f (z) а todos los elementos de (Yan. (293 
(n= 1, 2, . . .) se deduce que sobre el segmento [—a, 0] la función 


1 (0) es ortogonal al sistoma ( A 


y. por consiguiente, por ser completo este sistema en [—a, 0) (la 
completitud está establecida en la observación 1 del р. 2, §3, cap. 10) 
la función f (т) es equivalente a cero sobre [—a, 0). 

En este caso de A ortogonalidag де f (х) a todos los elementos 
Yan (2) (n=0, 4, ) se deduce que en el segmento [0, al 


la función f (2) será Баара al sistema УЕ EE 
2, .. .), у. por ser completo este sistema en (0, л} (la comple- 
está establecida on la misma observación 1, р. 2, $ 3, cap. 10) 
la función 7 (8) sorá también equivalente a cero on el segmento 
0, л 

De este modo, Ја función f (2) es equivalente а cero sobre todo 
el segmento [—x, al. 

Así pues, el sistema (Y, (х)} (л = 0, 1, 2, 


(n = 


) ев completo 


en 72]—д, л]. Al aplicar el proceso de ortogonalización al sistema 
Ж. п, +++ Obtendremos un sistema ortogonal 
Wos Fis Fa.. Fa ... Resta normalizar este último sistema, 


+ 


es decir, poner 5 o = Ҹо, Чл (рага n = 1, 


бөлөр ы анаа ои ГА completo [е] (n= 
= 0.1. 2,...). cuyo elemento nulo фе (т) = Vo (х) so define 
mediante la fórmula (11.33) y representa una función discontinua 
sobre el segmento [—x, л]. mientras que todos los demás elementos 
son continuos en [—a, л], puesto que son combinaciones lineales 
de las funciones continuas. 

2°, Volvamos ahora al análisis del espacio C° de todas las fun- 
ciones continuas sobre el segmento [—x, al y demostremos que el 


1) Tenemos presente que Ya l= 1. 
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Sistema фу, Gua + Фа, --- es completo en este espacio, pero 
no es en C° cerrado. 

Primero cerciorémonos de que el sistema {фр„} (п = 1, 2, ...) 
es completo en Со. Sea 'Р un elemento arbitrario de C°, ortogonal a 
todas las qn para п = 1, 2, .... es decir, de tal índole que 


(У, фа) = 0 рага n=4,2, 


(41.34) 


Entonces, la función 


f = Y — че (Y, qu) 
será un elemento de 22 [—л, л] y satisface Jas condiciones *) 


U. n) = 0 para todo п = 0, 1, 2, ... (14.36) 


Por ser el sistema {Фл ) (л = 0, 1, 2, . . .) completo on /2[—л, 
de (11.36) se deduce que 7 es un elemento nulo, y, entonces, de (4 
y de lo que la función Y (т) es continua y la función Фо (z), discon- 
tinna sobre [—л,‚ л] se deduce que (Y, фо) = 0. La última igualdad 
considerada junto con (11.34) deja constancia de gue Y es un ele- 
mento nulo, es decir, demuestra la completitud еп Со del sistema 
(0n) (п 1, 2, ...). 

lemostremos ahora que el sistema {ф„} (п = t, 2, ...) no os 


corrado en С°. Sea Р un polinomio de la forma Р = Ў) амрь con 
К! 


unos coeficientes sumamente arbitrarios ау (k 
Por ser ortonormalizado el sistema {ф,} (п = 0, 
do los axiomas del producto escalar, tenemos 


lo Р И (9 Р P) =V TEIDE >. (11.37) 


Por cuanto un conjunto de funciones continuas es siempre denso en 
L? [~n a, para un elemento «py se encontrará ta) función continua 
f (2) que 


` ә n). 
-) y en vista 


lgo — f 402. (11.38) 


Pero, de (14,37) y (11.38) proviene quo || f — P ||} > 1/2 para un po- 
linomio sumamente arbitrario (con cualesquiera coeficientes) y esto 
quiere decir precisamente que el elemento f del espacio C° no puede 
aproximarse en la norma de £? [—a, л) mediante una combinación 
lineal de elementos de {pn} (n = 1, 2, . es decir, significa que 
el sistema (pr) (л = 1, 2, ...) no es cerrado en C°. 


%) En efecto, cuando n=1, 2, 
y de la ortogonalidad de po a todas la: 


¡ (11.38) se deduce en soguida de (11.34 
n (n=1, 2, . 
proviene de (11.35), de los axiomas del producto escai 


La igualdad (/. qu) = 0 
dedo que (e g ed 
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$ 4. Operadores autoconjugados totalmente continuos 
en el espacio de Hilbert 


1. Concepto de operador lineal contínuo. Sea /7 un espacio de 
Hilbert arbitrario. Los elementos de este espacio se denotarán, para 
mayor comodidad, mediante letras latinas pequeñas z, y, £,...- 

Si se conoce una regla, por medio de la cual a todo elemento” х 
del espacio Н se le pone en соггезропдопсі rto elemento de ospacio 
citado y, suele decirse que en H está definido un operador А qué 
uctúa de Н еп Н, y se escribe у = Ат. 

Definición 1. Un operador A se llama lineal, si para cualesquiera 
elementos z e y del espacio H y para todos los números reales а y B 
se verifica la igualdad 

А (uz + Ву) = a- Ax + B- Ау. 

Al igual que en el caso de una funcional, llamemos (cuando séa 
vómodo) los elementos del espacio H puntos del mismo. 

Definición 2. Un operador arbitrario A que actúa de H en H se 
llama continuo en el punto хо del espacio Н, si para cualquier sucesión 
{хл} de elementos de Н que converge en la norma de H hacia el ele- 
mento xy, la correspondiente sucesión {Ах ) converge en la norma de Н 
hacia un elemento Ало. 

Definición 3. Un operador A se llama continuo, si es continuo en 
todo punto х del espacio Н. 

Definición 4. Un operador arbitrario A que actúa de H en H se 
llama acotado, si existe una constante C tal que para todos los elementos 
r del espacio Н se cumple la desigualdad || Az | <C 1 = 11. 

Las definiciones enunciadas 1—4 son complotamente análogas 
a las definiciones correspondientes 1—4 para una funcional formu- 
ladas en el p. 2 $ 1 de este capítulo. 

Esta analogía permite ofrecer sin demostración la siguiente afir- 
mación: un operador lineal A que actúa de H еп H es continuo cuando, 
y sólo cuando, es acotado. 

La demostración de esta afirmación es absolutamente idéntica 
a la del teorema 144.1. 

Para un operador continuo lineal (lo mismo que para una funcio- 
nal continua lineal) se introduce el concepto de norma. 

Definición 5. Se llama norma de un operador continuo lineal A 
la cota superior exacta de la relación || Ах || / || 2 || sobre un conjunto 
de todos los elementos х = 0 del espacio Н. (o bien («que es lo mismo) 
la cota superior exacta de una magnitud || Az || sobre el conjunto de 
todos los elementos x del espacio H, cuya norma || = || es igual а la 
unidad). 

La norma del operador continuo lineal A se «denotará con el 
símbolo || A |}. Así pues, por definición, 


ПА = зир [| А21. (11.30) 
пй 
sel 
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En lo que sigue más abajo en este párrafo se analizan siempre los 
operadores continuos lineales. 

Aduzcamos un ejemplo de operador continuo lineal еп el espacio 
de Hilbert. 

Estudiemos un espacio de Hilbert Z? [а < 2 < b) y supongamos 
que está dada una función de dos variables X (t, 5), definida y con- 
tinua en un cuadrado la <t <b] х la <s< 01. Demostremos 
«ue un operador integral A, definido sobre los elementos z (t) del 
espacio Z? [а < 2 = bl mediante una igualdad 


è 
Ar(i)= { K (t, s) 2 (з) ds, (11.40) 


es lineal y continua. La linealidad de este operador se deduce inme- 
¡liatamonte de la propiedad de linealidad de la integral. 

Para demostrar la continuidad del operador (11.40), basta de- 
mostrar su carácter acotado, para lo cual es suficiente establecer que 
su norma (11.39) es finita. Denotemos con M un número 


M= [i і ка, s) dt ds] "° (14.44) 


y cerciorémonos do цио || А [1 M. En virtud de la desigualdad 
de Cauchy—Buniakovski y de la definición de la norma, tonemos 


à А A 
1420) гє K2(t, s) ds [| 2 (5) ds=I12 { A2, s) ds. 


Al integrar la última desigualdad respecto de £ dentro de los límites 
desde.a.hasta b, y al aprovechar la designación (11.41), tendremos 


ПАИ M ll z il 


Mas, esto es precisamente un testimonio do que el operador A es 
acotado y la desigualdad || А || < M para su norma es válida. Note- 
mos que para algunos operadores intograles (11.40) la norma || 4 |I 
өз exactamente igual a M. 

2. Concepto de operador conjugado. Introduzcamos ahora una 
noción importante de operador conjugado. 

Supongamos que en un espacio de Hilbert A está definido arbi- 
trariamente un operador continuo lineal A que actúa de Н en И. 

Fijemos un elemento arbitrario y del espacio Н y estudiemos una 
funcional f (2) = fy (z) == (Az, y), definida sobre todos los elementos 
æ del espacio Н. Es evidente que esta funcional es continua y lineal. 
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Según el teorema de Riesz sobre la forma general de una funcional. 
lineal, existe el único elemento h =k, del espacio H tal que рага 
todos los elementos т del espacio / se verifique una igualdad f (х) == 
= (2, h). 

Por consiguiente, a todo elemento y del espacio Н se һа puesto 
en correspondencia uno, y sólo un, elemento de este espacio В de tal 
índole que /, (z) = (z, h), es decir, hemos definido en Н cierto ope- 
rador А* tal que h — Азу. El citado operador А* se denomina 
operador conjugado de operador A. 

Dicho de otro modo, llegamos a la siguiente definición. 

Definición 1. Un operador A* se Пата conjugado de operador А 
que actúa de Н en Н, si para cualesquiera elementos x e y del espacio Н' 
se verifica la igualdad 


(Az, y) = (z, A*y). (11,42) 


Do los razonamientos aducidos proviene que para cada operador 
continuo lineal А existe, y, además, el único operador conjugado А*. 
Directamente de la definición 1 se deduce que si para el operador 
A* existe un operador conjugado (4*)*, es válida la igualdad (А* )* = 
= A, 

Cerciosémonos, ahora, de que para el caso en que el operador A 
es continuo y lineal, el operador A* es también continuo y lineal 
(por lo cual para A* existe un operador conjugado y se verifica la 
igualdad (А*)* = A que permite llamar los operadores 4 y A* 
recíprocamente conjugados). 

Teorema 11.10. Un operador A*, conjugado del operador continuo 
lineal A, es también lineal y continuo, con la particularidad de que 
las normas de los operadores A*, y A están entrelazadas mediante una 
relación 


14* | =14 Ml. (11.43) 


DEMOSTRACION. La linealidad del operador A* proviene immediata- 
mente de ln relación (11.42) y de los axiomas dol producto escalar, 
Resta demostrar el carácter acotado del operador А* у la igualdad 
(11.43). 

En vista de la igualdad (11.42), la relación I| Ay I< 1 А ПШ 
y la desigualdad de Cauchy-—Buniakovski, para cualesquiera ele- 
mentos т e y del espacio H es válida la desigualdad 


1 (4* x,y) | = |, АЙ |, 1 Ay ЙС ПАП lx dl Хх 
хуй. 


1) La relación citada, válida para todo elemento y del espacio №, se deduco 
de la definición de la norma de un operador continuo lineal А. 
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Al lomar en esta desigualdad a título de y el elemento A*z, lle- 
gamos a que para todo elemento z del espacio H es válida la desigual- 
ad 


li A*r 12 = (А*л. At) 
SHAI- Hei- IAN, 
о bien j A*s АЦ. ||| 


La última desigualdad significa que el operador A* es acotado y 
que su norma || 2% || satisface la condición 


NAF US HAI. (11.44) 


La linealidad y el carácter 


cotado (o. que es igual, la continuidad 
del operador A* demostradas por nosotros aseguran la existencia de 
un operador conjugado (4%)* = A. Al repetir para este operador los 
razonamientos aducidos más arriba, obtendremos, en Ingar de (11.44), 
ama desigualdad 


HANS ПА? Ц (11.45) 


De (14,46) y (11.45) se deduce la igualdad (14.43). El teorema está 
demostrado. 

Definición 2. Un operador arbitrario A que actúa de H en H se de- 
nomina autoconjugado, si para A existe un operador conjugado А * 
coincidente con el operador A (es decir, рата cualesquiera dos elemen- 
tos z e y del espacio H se verifica una igualdad (Az, y) = (т, Ay). 

Veamos de nuevo a título de ejemplo el operador integral (11.40) 
con cierta función K (t, s) continua sobre el cuadrado [а t< bl х 

x [а s< bl (dicha función K (1. s) suele llamarse mácleo del ope- 
rador integral (11.40)). 

Corciorémonos de que un operador integral A*, definido por la 

¡Agualdad 


А 
ara йу= | K (s, Dz(s)ds, (11.46) 


será conjugado del operador A que se define mediante la igualdad 
(41.40). (Por К (s, £) en (11.46) ha de entenderse la misma función 
que figura en (11.40), pero en (11.46), a diferencia de (11.40), esta 
función se integra respecto del primer argumento). 

De (11.40) y (11.46) se deduce que para cualesquiera elementos 
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z (t) e y (t) del espacio Z? la, bl se verifican las igualdades 


Й 
(ax, у= | (| Ка, з) (0) а) ода, (11.47) 


(Œ, Aty < | (| ка, уа!) z (s) ds. (11.48) 


Los segundos miembros de (11.47) y (11.48) se diferencian sólo 
en orden de integración respecto de las variables £ y s, y, por esta ra- 
zón, coinciden 1). Por consiguiente, son coincidentes también los 
primeros miembros de las igualdades. (14.47) y (11.48), lo que es 
precisamente un indicio de que el oporador 4*, dofinido mediante la 
igualdad (11.46). es conjugado dol operador 4 definido mediante la 
igualdad (14.40). 

De las relaciones (11.40) y (11.46) se deduce que ol operador inte- 
gral A, definido mediante la igualdad (11.40), es auloconjugado, 
cenando, y sólo cuando, para todos los £ y з de la, bÌ so verifica la igual- 
dad К (t, в) = K (в. t). El núcleo K (t, s) que satisface la igualdad 
mencionada se denomina simétrico. 

Demostremos ahora la siguionte afirmación. 

Teorema 11.11. La norma || A || de un operador continuo lineal 
autoconjugado A representa la cota superior ezacta de la magnitud 
| (Az, x) | sobre un conjunto de todos los elementos x del espacio Н. 
que tienen norma igual a la unidad, es decir, la norma de А se determi- 
na por la igualdad 


ПА sup | (4, 2). (11.49) 
mijat 
ES] 


DEMOSTRACION. Denotemos con p la magnitud que figura en el se- 
gundo miembro de (11.49) (la existencia de la citada cota suporior 
exacta no causa dudas algunas). Con el fin de demostrar quo p == 
| А Il , basta probar dos desigualdades u< || A || y u> || A |. 

La primora йе estas desigualdades se deduce inmediatamente do 
lo que, en virtud de la definición de norma y de la desigualdad de 
Cauchy—Buniakovski, para todos los elementos х del espacio H, 
para los cuales || æ || = 1. se tiene 


| (Az, 2) |< N Az ll - ile = ПА ИА Ц. 


1у En efecto, рага las funciones continuas z (£) e y (t) la equivaloncia de 
Jos segundos miembros оп (11-47) y (11:48) es obvia, Mas, en virtud del tonto. 
ma 114 y de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski, la igualdad mencionada 
será оп oste caso Válida también para los olementos arbitrarios 2 (1) б y (0 del 
espacio Tafa, bl 
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Resta por demostrar que p= || A ||. Por cuanto el operador А 
es lineal, para cada elemento z del espacio Н se cumple una desigual- 
dad >) 

| (Az. а) |< ye liz а. (11.50) 
Ahora, de los axiomas del producto escalar y de lo que el operador 
lineal A es antoconjugado (es decir, do la igualdad (Az, y) = (=, Ay) 
proviene que para cualesquiera dos elomentos х e y del espacio H 
se verifica la igualdad 

4 (Az, y) = (A (x + y), + y) — (А (=— y), z — y). 
De esta igualdad y de (11.50) se deduce que 
5 | (A, y |<yw a+ yl*+ullz-y4l= 

= 2 (н + 19115. 

De la última desigualdad provieno que para los clementos arbi= 
trarios x e y del espacio H, para los cuales || х || == || y 11 = 1, 

| (Az, y) |< в. (11,51) 


AL poner en (11.51) y = Az/ll Az || , llegamos а que para todos los 
elementos 2, para los cuales || z || = 1, se cumple la desigualdad 
(Az, Аз) AZ И p, y, por lo tanto, también la desigualdad 
| Ах |\< н. De este modo, || А [|< р. El teorema queda domostra- 
do 


З, Concepto de operador totalmente continuo, 

Definición. Un operador A que actúa de Н en Н se denomina total- 
mente continuo, st aplica lodo conjunto acotado (en norma) de elementos 
de H en un conjunto compacto. 

En otras palabras, el operador A se llama totalmente continuo. 
si para cualquier sucesión {£n } de elementos de H de tal índole que 

ln 1 С = const, existe una subsucesión {zn} (k = 1, 2,...) 
tal que la correspondiente subsucesión (Az, ) converja en la norma 
de H. 

Recordemos que el operador lineal A es continuo cuando, y sólo 
cuando, está acotado, es decir, cuando, y sólo cuando, todo conjunto 
acotado (en norma de H) se aplica por él en un conjunto también aco- 
tado. Por cuanto un conjunto compacto es acotado ?), todo operador 
totalmente contínuo es continuo. Conviene, sin embargo, añadir que 
no todo operador lineal continuo es totalmente continuo. Por ejem- 
plo, un operador idéntico E del tipo Ex = x es continuo, pero no es 


3) Pues, para todo elomento ж, = Ta" cuya norma es igual а la unidad, 


se cumplo la desigualdad | (Azo, =) | Š p- 
3) P 3, 6 1. 
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totalmente continuo: basta ver la aplicación de un conjunto acotado 
que no es compacto. Demostremos el siguiente lema. 

Lema. Sea A un operador lineal totalmente continuo que actúa 
de H еп Н. Supongamos, además, que {£n } es una sucesión arbitraria de 
elementos de Н que es débilmente convergente hacia un elemento zo y 
de tal indole que || xn || = 1, cualquiera que sea el número п. Entonces, 
la sucesión (Az, ) converge hacia el elemento Azo en la norma de Н, 

DEMOSTRACIÓN. Por cuanto el operador А es lineal y totalmento 
continuo 1), existe, de acuerdo con el punto anterior, un operador 
conjugado A*, y para todo elemonto zn y un elemento arbitrario y se 
verifica la igualdad (Az. y) = (zn, A*y). De esta igualdad y de la 
convergencia débil de {zn } hacia zp Hegamos a una deducción de que, 
cuando n.— œ, para cada elemento y del espacio H tenemos: 
(Azn, у) — (20, A*y) = (Azo, y), 10 que significa la convergencia 
débil de la sucesión (Az, } hacia el elemento Алу. 

Demostremos, ahora, que la sucesión (47,) también convergo 
hacia Az, en la norma de Н. 

Supongamos que (4x,] no converge hacia Az en la norma de J. 
Entonces, existo un ¿œ> 0 tal que para cierta subsucesión de ele- 
mentos {Tm} (# = 1,2, ...) se cumpla una desigualdad 


Ї Azm, — Ал, |122 e. (11.541) 
En vista de que el operador A es totalmente continuo y de que 
1 £n || = 4, еп la sucesión {£m,} puede elegirse una subsucesión 
En) (Р = 1,2,...) tal que 1а correspondiente subsucesión 


{Ат„„} converja en la norma de H. Por cuanto, en virtud do lo 
demostrado más arriba, la subsucesión (Az,,_) es débilmente conver- 
gente hacia el elemento Azo, la misma en la norma do Н también 
converge hacia el elemento Az). Маз, la desigualdad (11.51%), válida 
para todos los números m, (y, con mayor razón, para todos los núme- 
TOS np) contradice la deducción obtenida, lo que domuestra el lema. 

OBSERVACIÓN. El lema demostrado es un corolario de una afirmación 
más general: un operador А que actúa de Н en Н es totalmente 
continuo, cuando, y sólo cuando, aplica cualquier sucesión débilmente 
convergente {£n} de elementos de Н en la sucesión {Ах„} convergente 
en la norma de H. 

Se omito aquí la demostración de esta afirmación. 

Cerciorémonos ahora de que el operador integral A definido me- 
diante la igualdad (11.40) (con el núcleo К (£, s) continuo dentro del 
cuadrado la< t< bl x la<s< 1) es totalmente continuo. 

Sea {ға (£)) una sucesión arbitraria de elementos де £? la, b], 
acotada en la norma de Z? [а, b], es decir tal que para todo número 


n se tiene 
П» (ф<сс. (14.52) 


1) Y, por consiguiente, continuo. 
279 
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Es suficiente mostrar que la correspondionto sucesión de funciones 
Yn (0) = Az, (1) es uniformemente acotada y eguicontinua sobre 
la, 0). (Entonces, en virtud del teorema de Arzelà 1.12, en esta suce- 
sión puedo elegirse una subsucesión que sea convergente unilorme- 
mente sobre [а, b] y, con mayor razón, en la norma de £* la, bl). 
De (11.52) y de la desigualdad de Cauchy—Buniakovski se doduce la 
desigualdad 


А А 
lya о | к,а ае | кеа. ә а] а, 


la cual demuestra que en (а, b] la sucesión (yn (t)} es uniformemente 
acotada 1). 

Notemos ahora que de la continuidad y de la continuidad unifor- 
me (que proviene de la primera) del núcleo К (2, s) sobre el cuadrado 
Га, 16 0] x а s< b] se deduce que para un ғ œQ arbitrario 

iste tal 6 2 0 que 


1K (b, в) —K (ta, s)| < (11.53) 


cv 
con todo в de la, b} y todos los t, y t, do la, b] do tal índole que 
lti — t| <ô. 
De (11.52) y (11.53) y de la desigualdad do Cauchy-Buniakovski 
obtendremos que 
А 
П (ta) — Yu (ta) 1<{ 1K (ta, в) —K (ta, 5) |+| £n (в) 1ds< 


b 


ЕСЕ 


Раз 
Het PO Y ае 
` 


© 
=ош 


para todos-los t, y 2, de la, bl tales que | /, — fa | <ô. 

La última desigualdad demuestra la equicontinuidad de la suce- 
sión (yn (£)) sobre la, b] y da por terminado, en virtud de lo dicho más 
arriba, la demostración de lo que el operador (11.40) es totalmente 
continuo. 

4. Existencia de los valores propios de un operador autoconjugado 
lineal totalmente contínuo. 

Definición. Un número real ^. se llama valor propio del operador А, 
st existe un elemento no nulo del espacio Н que satisface la condición 
Ах = Me. 

El citado elemento х зе Пата en este caso elemento propio del ope- 
rador А correspondiente al valor propio А. 


1) Basta notar que el núcleo К (t, s) es continno sobre el cuadrado [е t< 
<U X las s< М. 
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Si el operador A es lineal, de la condición de que z es un elemento 
propio de A correspondiente al valor propio A se deduce que, cual- 
quiera que sea un número real æ distinto de cero, un elemento az 
será también elemento propio de A correspondiente al valor propio 
2. Por eso, todos los elementos propios del operador lineal А se con- 
sideran, кюр; normalizados, os decir, satisfacen la condición 

Izi = 

La EA del concepto de elementos propios radica en lo 
que la actuación de un operador sobre ellss se reduce a la multiplica- 
ción por cierta constante A. 

No todo operador A cuenta con los valores propios зу; 

Demostremos el siguiento teorema fu» ntal. 

Teorema 11.42. Todo operador lineal autoconjugado totalmente con- 
tinuo A tiene por lo menos un valor propio ^ que satisface: la condición 

12 | = || A |. Entre todos los valores propios del operador A: el citado 
valor propio es mayor en módulo. 

DEMOSTRACIÓN. Denotemos con M y m las cotas exactas superior 
e inferior, respectivamente, de un producto escalar (Ax, x) sobre un 
conjunto de todos los elementos z del espacio A que satisfacen la 
condición || т || = 1, es decir, pongamos 


М = sup (dz, 2), т— inf (Az, 2). (11.54) 
мү! Их! 


ТУ Por ejemplo, el operador integral (11.40) no tiene ningún valor propio 


cuando а= 0.0 == л. K (2, s) = Y) 2-7 sen (п +1) т son ш. En electo, 


sea q (2) па clemento arbitrario de 27 (0, л], para el cual | Кү) 4 (s) ds = 


= hg (2), y soau {5} los cooficiontes de Fourier en ol desarrollo de ip (2) según 
Y 2 son nz 


un sistema Í сешрїмә y :ottonormalizadosobes: (0; al: SUA =, 


entonces, on vista do la igualdad generalizada do Parseval tenemos Y) 2-b, X 
1 

xsen (n-+1) 2=0, de donde proviene que todos los £4=0 y q (2) = 0. En 

cambio, si % з 0, de la igualdad $ K (т, s) Ф (8) ds = Ар (z) y do las propieda- 


? 
des dol núcleo А (z, з). que aseguran la convergencia uniformo do Ја serie Фо 


Es 


Fourier do Ја función Ф (2), obtonemos que Abn sen (a + 1) 2 = 


=à У) ь, sen nz. Por cuanto 2 0, de la última igualdad se deduce que 
ia 
bn = 0 у ф(х)+=0. 
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Para concrolar, vamos a examinar el caso de | A | 2> | т | (el caso 
de | AM |< | т | se analiza de un modo sumamente igual). 

Por cuanto | M |> | т |, tenemos M > 0. Demostremos que 
ol número А = M es un valor propio del operador А. 

Por definición de la cota superior exacta, existe una sucesión 
{2n} de elementos de A tal que (Azn, Zn) > А. y || £n || = 1. Por 
cuanto la sucosión {zn } es acotada (en la norma de Я), so encontrará, 
en virtud del teorema de compacticidad débil de cualquier conjunto 
infinito acotado (en la norma de Н), una subsucosión de la sucesión 
{rn} que convorja débilmente hacia un elemento хо del espacio H. 
Enumeremos osta subsucesión de nuevo, es decir, otra vez designé- 
mosla con (x,). Así pues, {т„} converge débilmente hacia el ele- 
mento xy del espacio H. Mas, en este caso (en virtud del lema men- 
cionado en el punto anterior) la sucesión {Azn} converge hacia Ал, 
en la norma de H. 

Sicndo el operador A autoconingado, resulta válida la igualdad 
(Azn, ж) = (Tn. Ал»). de la cual proviene una relación 


(Ааа, En) — (зо, ж) = (А (Ln — ж), (En + 2o)). (11.55) 
Aplicando la desigualdad de Cauchy—Buniakovski, obtenemos de 
(11.55) 

| (Azn, Zn) — (Azo, ж) |< Il Zn + хә 1 > || Azn Адо || 0 
(pues, la sucesión {Azn} converge hacia Azo en la norma de H, y 


ll æn || = 1). 
Петоз demostrado de este modo que 
(Azn, £n) = (Ало, т»). (11.56) 
De (11.56) y de lo que (Azn, Tn) —% se deduce que 
(AZo, 20) = А. (11.57) 


Cerciorémonos ahora de que || zo || = 1. En virtud de la desigualdad 
de Cauchy—Buniakovski, para cualquier elemento y se cumple la 
desigualdad | (zn, y) |< || za ||. ll y || = ly ||. Pasando en esta 
desigualdad al límite рага л —> оо, y teniendo presente la convergen- 
cia débil de {zn} hacia zp, obtenemos que | (zo, y) |< ll y || (para 
todo elemento y). De la última desigualdad obtenemos para y = za 
que || zo |1< 1. Con el fin de demostrar que || те || = 1, basta cer- 
ciorarse de que la suposición sobre el cumplimiento de la desigualdad 
0 <)l zo || <1 lleva a una contradicción. 
Sea 0 |1 2 |1 <1. Pongamos yo = 2,/ || zo |1. Entonces, 

ll yo Il=1, y, en virtud de que el operador es lineal, tenemos, toman- 
do en consideración las relaciones (11.57): 


LI 
їз >A 


lo que contradice (11.54), puesto que = M. Así pues, |} £ || = 1. 


(А, Vo) = тате (4л, To) = 
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Demostremos ahora que 2, es un elemento propio correspondiente 
al valor propio A. 

Sirviéndonos de la definición de la norma de un elemento, de los 
axiomas del producto escalar, de la igualdad (11.57) y de la defini- 
ción de la norma de nn operador, tendremos 


I| Аль — Zza 11? = (Ал — Ато, Axo — Ао) = 
== {| Аз» 2 — 2А (AZo, To) + А || zo 11% = 1411? — А. 


En vista del teorema 11.11, cl miembro derecho (y. por consiguiente, 
el izquierdo) de la última relación es nulo. Esto es precisamente un 
testimonio de que Azo = Azo, es decir, significa que xo es elemento 
propio del operador A correspondiente al valor propio A. 

Cuando | M |< | т |, los razonamientos son análogos, pero se 
debe poner À igual а m. 

Resta por demostrar en adición que si existen otros valores pro- 
pios, el valor propio 2, correspondiente a la condición | А | = |} A ll, 
será entre ellos mayor en módulo. Sea 2, algún otro valor propio y 
sea жү, un elemento propio normalizado que corresponde а А. Enton- 
ces, Az, = Ma. y. рог lo tanto, (Azı 71) = 2. En este caso, de la 
relación 9) 


JA] = sup 1(4z. 2) | 
ugat 


so deduce directamente que [А |22 ||. 

El teorema está completamente demostrado. 

Examinemos. con ayuda del teorema demostrado, la así llamada 
ecuación integral de Fredholm de segunda especie. es decir, una rela- 
ción 

ь 
20а | KE, з) (аз, (11.58) 


de Ја cual se determinan, para el núcleo dado К (1. s). una función 
я (0. distinta de coro idéntico, y aquellos valores del parámetro nu- 
mérico p, para los cuales tal función existe. Los valores del pará- 
metro numérico и, para los cuales existen las soluciones z(t) (dis- 
tintas de cero idéntico) de ecuación integral (11.58), se denominan 
valores propios de esta ecuación. Toda solución no mula de la ecuación 
(11.58), correspondiente al valor propio dado, recibe el nombre de 
función propia de la misma ecuación. 

Las magnitudes, inversas de los valores propios de la ecuación 
integral (11.58), suelen llamarse números característicos de la citada 
ecuación. 


1) Esta relación proviene de (11.54) y de lo que 2 = Af cuando | M | > 
р> | т |, у А == m, cuando | MI<| mi. 
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Es evidente que si introducimos en el análisis el operador inte- 
gral A, dofinido mediante la igualdad (11.40), los valores propios de 
este operador А serán números característicos de la ecuación integral 
(11.58) y los elementos propios del operador A, correspondientes a 
estos valores propios, serán funciones propias de la ecuación integral 
(11.58). 

Еп los pp. 1—3 se ha demostrado que si el núcleo К (t, s) es con- 
tirno en el cuadrado [а t< b] х la< s< bj y simétrico, el ope- 
rador (11.40) es autoconjugado linou] y lotaimente continuo. 

Sogún el teorema 11.12, la ecuación integra] (11.58) con tal nú- 
elco К (t, s) tione por lo menos un número característico. Para que la 
ecuación integral mencionada tuviera por lo menos un solo valor pro- 
pio, se debe exigir que la misma tuviera al monos un número caracte- 
rístico distinto de cero, para lo cual a la exigencia de continuidad y 
simetría del núcleo A (4, s) se debe añadir опа condición de que el nú- 
cleo К (t, s) no se reduzca а coro idéntico *). 

Así pues, llegamos a la siguiente afirmación fundamental: si el 
núcleo K (t, s) de una ecuación integral de Fredholm desegunda especie 
(11.58) es continuo en el cuadrado 1а t< Ы х lu<s< bl. simé- 
trico y no es igual idénticamente а cero, dicha ecuación Liene por lo me- 
nos un solo valor propio. 

OBSERVACIÓN. Se podría demostrar que la afirmación enunciada 
es válida Lambién en un caso cuando la exigencia de continuidad del 
núcleo X (1, s) sobre el cuadrado [а Е b) X la<s< М se sus- 
litnyo por una exigencia más débil de exisloncia de la integral finita 

bo 


{ $ Ante. уша. 


(Basta cerciorarse de quo al cumplirse esta exigencia más débil, el 
operador integral (11.40) que actúa de Z? la, b] сп 22 (a, bl sigue 
siendo totalmente continuo). 

5. Propiedades principales de los valores propios y elementos pro- 
pios: de un operador autoconjugado lineal totalmente continuo. En 
conclusión aclaremos las propiedades principales de los valores pro- 
pios'y de los elementos propios de un operador autoconjugado lineal 
totalmente: continuo que actúa de И en H. 


‚зу La condición de que el núcleo continuo К (t, s) no se reduzca a cero idén- 
tico, es necesaria y suficiente para que el operador integral А, definido mediante 
la igualdad (11.40), tonga valores propios no nulos. En efecto, en virtud del teo- 
roma 41.12, } 4 || = 12 |, donde % os el valor propio del operador А mayor en 
módulo, de suerte que basta demostrar que |] А || = 0 cuando, y sólo cuando, 
K (t, зу no es idénticamonto igual a cero. Si X (£, s) = 0, se pone claro que 
1,4 | =0. Viceversa, si I A il = 0, ol operador A, definido por la igualdad 
(11.40), aplica todos los elementos no nulos del espacio £? [a, b] оп un elemento 
nulo, y, en particular, aplica en cero idéntico todos los elementos de (z, (t)) de 
cierto sistoma ortonormalizado completo en 2? [a, 5]. Mas, esto significa precisa- 
mento que K(f, s)=0. 


$ 4. Operadores autoconjugados continuos 


1°. Los elementos propios х, y Ху, correspondientes a dos valores 
propios diferentes h y у. son ortogonales. 

En efecto, en virtud de las propiedades del producto escalar, de 
las igualdades Az, = уту, Ar, = Аас, y de la propiedad de autocon- 
jugación del operador 4, obtendremos 


O T Aa) (жу, 22) = (asta 72) — (жу, Хәл») = (Алу, 72) 


— (а, Az) = 


Por cuanto А, > ha, de la igualdad obtenida proviene que (1, 2) = 
=- 0. 

2°. А un mismo valor propio A le pueden corresponder unos сиап- 
tos elementos propios del operador A. Domostremos, sin embargo, 
que а cualquier valor propio no nulo 2 le puede corresponder sólo un 
número finito de elementos propios linealmente independientes + 

Supongamos que a cierto 2 s 0 le corresponde un número infi- 
nito de elementos propios linealmente independientes. Realizando 
el proceso de ortogonalización y normalización de estos elementos, 
obtendremos un sistema ortonormalizado infinito {£ ) de elementos 
101 espacio H, cada uno de los cuales es elemonto propio del operador 
A que corresponde al valor propio À =%0. Como para cualquier ele- 


mento y del espacio Æ es válida la desigualdad de Bessel D (no ws 
< Ily il è, resulta que lím (£n, у) = 0 = (0, y) es decir, la suce- 


sión de olementos propios {zn} es débilmente convergente al ele- 
mento nulo 0. Mas, en este caso, de la condición de continuidad total 
del operador A y del lema del р. З se desprende que la correspondiente 
sucesión (Ax) converge en la norma de Н hacia un elemento 40 
0. En virtud de la relación Azn = Azn, llegamos а que |^ 
= || Azn || — 0 (cuando л —> оо), y esto significa precisamente que 
12, | = 0, lo que contradice la condición de que 50. La contradic- 
ción obtenida es indicio de que a todo 2. s0 puedo corresponder 
sólo un número finito de elementos propios. 

Los razonamientos aducidos señalan también que todos los ele- 
mentos propios (tanto los que corresponden a un mismo valor propio 
4, como también los que corresponden a diferentes А) pueden conside- 
rarse ortogonales de dos еп dos y sus normas son iguales а la unidad. 

3”. Demostremos ahora que si el operador A cuenta con una infi- 
nidad de valores propios, cualquier sucesión {hp} seleccionada de los va- 
lores propios es infinitamente pequeña. 

Sea (A, ) una sucesión de valores propios y sea {гь}, la sucesión 
correspondiente de elementos propios, la cual puede considerarse or- 


ТУ Al valor propio no nulo À = 0 le puedo corresponder también un número 
infinito de elementos propios. Por ejemplo, para ol operador integral (11.40) 
соп el núcleo X (t, з) idénticamente igual а cero, cada elemento de ciorto sístoma 
ortonormalizado (z, (t)} do elementos de Z* [а, b] es elemonto propio corres- 
pondiente al valor propio de % = 0. 
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tonormalizada en virtud de los razonamientos aducidos al demostrar 
la propiedad 2”. Escribiendo para todo elemento y del espacio H 
la desigualdad де Bessel respecto del sistema (xn), nos cercioramos 
de que la sucesión (z,) es débilmente convergente hacia el elemento 
cero. Por cuanto el operador A es totalmente continuo, del lema 3 
se desprende que una sucesión {Azn} converge hacia el elemento 
cero en Іа norma de И. Mas, en este caso, la igualdad Azn = Ann 
lleva consigo una relación 


lAn {= Il Azn 10 (cuando n = со). 


La propiedad demostrada permite afirmar que los valores propios 
de un operador autoconjugado lineal totalmente continuo no tienen en el 
eje numérico, a excepción del punto cero, otros puntos límites 1). 

Esto significa que todos los valores propios pueden ser numerados en 
el orden en que sus módulos no crecen, de suerte que se cumplirán las 
desigualdades 


{м > Аа > ld 122. 22 1А 1>.. 


con la particularidad de que [2 „ |— 0, cuando n- оо. 

Eu particular, todas las propiedades establecidas son válidas pa- 
ra las funciones propias y los números característicos de la ecuación 
do Fredholm de segunda especio (11.58) con el núcleo К (f, s) conti- 
nuo sobre un cuadrado [a < t< bl x la< s< bl. 


1) Gualquiera que sea e > 0, fuera del intervalo (—e, £) puede disponerse 
sólo un número finito de valores propios. 


Саришо 12 


FUNDAMENTOS DE LA TEORÍA DE LAS 
CURVAS Y SUPERFICIES 


En 'este capítulo se dará una información referente a las curvas 
y superficies que es de gran importancia para las aplicaciones. 


$ 1. Funciones vectoriales 


1. Concepto de función vectorial”). Introduzcamos el concepto de 
ón vectorial de m variables. 

51 a todo punto М de un conjunto {M } de puntos del espacio euclí- 
deo m-dimensional Е" se le pone en correspondencta, de acuerdo con una 
ley determinada, cierto vector r *), se dice que sobre el conjunto {ЛІ} está 
definida una función vectorial r =r (M). En este caso el conjunto 
{W} se Nama dominio de definición de la función r = r (М). Si p = 
т, se dice (al igual que сп el caso de m = 2 бт = 3 (véase p. 1, 
$ 2, cap. 6)) que sobre el conjunto (M7) está dado un campo vectorial 
definido mediante la función vectorial г (4f). 

EL vector г (W), correspondiente al punto dado M del conjunto 
{АГ}, se llamará valor particular de la función vectorial en el punto М. 
Una totalidad do todos los valores particulares de la función r (M) 
se denomina conjunto de valores de esta función. 

Si г) es un conjunto de puntos en la recta dada, y {u}, el con- 
junto de coordonadas de estos puntos, la función vectorial r (W) puc- 
de considerarse, evidentemente, como función vectorial do una va- 
riable escalar u: 


fun 


r =r (u). 


En cambio, si (47) es un conjunto de puntos de un espacio m-dimen- 
sional, y ві (th, шу, . - «y Um) Son las coordenadas del punto Af, en- 
tonces r (M) representa nna función vectorial de argumentos esca- 
lares шу, шу, -> -s Um? 

F = (ig, lg, - + ag ит). 

OBSERVACIÓN. Supongamos que fri, Fa, . . -+ гу} Son coordenadas 
del vector ғ (А). Es evidente que definir una función vectorial 
r (М) es lo mismo que definir p funciones escalares г, (W), ra (M), ... 

esi Tp 
$4 Е] аря datos sobre las funciones vectorinles se han dado en р. 6, 
$ 1, сар, 5, у. 

ү El vector г" pertenece, en el caso general, al espacio euclideo p-dimensio- 

val EP, por eso se define рог p coordenadas гу, fa, +... F 
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Admilamos que los vectores г (17) pertenecen al espacio euclídeo 
EY. Convengamos en considerar que los orígenes de todos estos vecto- 
res coinciden con el origen de un sistema cartesiano de coordenadas 
elegido еп Æ”. En este caso un conjunto puntua) de oxtremos de los 
vectores ғ (A) se denomina hodógrafo de la función r (M). El hodó- 
grafo de la función vectorial de una sola variable escalar es, en el ca- 
so general, una línea. El hodógrafo de una función de dos variables 
será, en el caso general, una superficie. 

2. Valor límite de una función vectorial. Continuidad. Por ana- 
logía completa con las funciones corrientes, para las funciones vecto» 
riales se introducen los conceptos de valor límite y de continuidad 

Una sucesión fan) se Пата convergente hacia un vector a, si para 
cualquier e > 0 puede indicarse tal número N, que con n> М se cum- 
ple una desigualdad *) 


la, —al<e 


El vector a se denomina límite de la sucesión fan). 
En la forma simbólica la existencia del límite a de la sucesión 
{an} so escribe de una manera siguiente: 


lim a, =a. 


OBSERVACIÓN. Si (Ain, аз, - + > Apn} Y {än аз, ap} son, 
rospectivamente, Jas coordenadas de los vectores ay y a, де la conver- 
goncia de la sucesión {an} hacia a se deduce la convergencia de las 
sucesiones numéricas {an}, (dan), - . ., {apn} hacia los números 
ау, as, ..., ар, respectivamente. Indiquemos, además, que do la 
convergencia de las citadas sucesiones numéricas hacia los números 
respectivos а, аз, .. ., ар proviene la convergencia do la sucesión 
{an} de vectores con las coordenadas {fasn, Asn, ..., apn} hacia ol 
vector a con las coordenadas (a,, âs, . . ., ау}. La validez de la ob- 
servación se deduce de las siguientes desigualdades obvias *): 


larn — ак 1< [an —a |S |an — а |+ 
+ lam— alt... + lap ар |. 


Veamos una función vectorial r = ғ (М) definida sobre ol con- 
junto {M } de puntos de un espacio euclideo m-dimensional y un pun- 
to A, el cual, quizás no pertenece al conjunto (M7), pero posee nna 
propiedad de que en cualquier entorno de este punto so contiene por 
lo menos un solo punto del conjunto {27}, que sea distinto de А. 

Definición 1. Un vector b se llama valor límite de la función vec- 
torial r (M) en el punto A (o bien, límite de r (М) para М — A), 


1) So Паша módulo | a | dol vector а con las coordenadas (аз, as, .. - ар) 

a un número V af F a... F aĝ. 
3) El vector а, —a tiene por coordenadas {an — 

++ apn ар). 
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to А se usa el siguiente simbolo: 


иш r(M)=b, o bien jím rQ, из, 
MaA 


donde ау, az, .. :, Am son coordenadas del punto А. 

No ofrecemos aquí la definición de valor límite de una función 
vectorial en el lenguaje de «e — 5», como tampoco para ol caso en que 
el punto M tiende hacia el in 
nito, Estas definiciones se enun- 
cian por analogía completa con 
las definiciones correspondien- 
tes para las funciones escalares. 

Supongamos que el punto 
pertenece a un dominio de defin 
ción de la función vectorial 
r =r (М) y cualquier entorno de Fig. 124, 
esto punto contiene los puntos 
del dominio de dofinición de la función distintos de A. 

Definición 2. La función vectorial r = т (М) se llama continua 
en el punto A, si el valor límite de esta función en A existe y es igual al 
valor particular r (А). 

Una función vectorial r = r (А) se llama continua sobre el con- 
junto {M}, si es continua en todo punto de oste conjunto. 

3. Derivada de una ción veetorial. En el $ 4 cap. 5, v. J de 
esto curso se trataba la derivada de una función vectorial de una sola 
variable escalar, Enunciemos este concepto una vez más. 

Sea г = ғ (u) una función vectorial de la variable escalar u. 
Vijemos un valor u del argumento y le daremos al argumento u tal 
incremento arhitrario Ax 520, que la magnitud u + Au pertenezca 
al dominio de definición de la función. Examinemos un vector 


Ar = r (и + Au) — r (и). 
En la fig. 12.4 este vector coincide con el vector AMP. Al multipli- 
car el vector Ar por el número 1/Ax, obtendremos un vector nuevo 


= fr (u + Au) —r (и). (42.1) 


1 
Au 

1) Esta exigencia se debe, on particular, a que la función r (А) puedo ser 
no definida en ol punto А. 
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colineal con el antiguo. El vector (12.1) representa la velocidad media 
de variación de la función vectorial sobre el segmento lu, и + Ли]. 

El límite de la relación en diferencias (12.1) (si existe) para Au — 0 
recibe el nombre de derivada de la función vectorial r =r (u) en un 
punto fijo dado. 

La derivada de una función vectorial se denota con el símbolo 
ru) 6 de. 

Los razonamientos geométricos *) muestran que la derivada de 
una función vectorial = r (и) ез vn vector tangente al hodógralo de 
esta función. Aclaremos cuál es la relación entre la derivada de Ja 
función vectorial y Jas derivadas de sus coordenadas. Limitémonos, 
para simplificar, a un caso cuando los valores r (u) de una función 
vectorial representan vectores de un ospacio tridimensional. Sean 

z (u), y (u), z (и) ) las coordenadas de la función vectorial r (u). 
s evidente que las coordenadas de la relación en diferencias (12,1) 
serán 
z (и {-Аи)— z (u) y (u + du) —y (u) Alu + âu) —z (u) 
Du Ы мг . En > 


De acuerdo con la Observación del р. 2 do este párrafo, las coordena- 
das de la derivada r’ (u) son iguales a las derivadas z’ (u), y” (u), 
2' (и) de Jas coordenadas de la función r (и). Por eso, el cálculo de 
la derivada de una función vectorial se reduce al cálculo de las deri- 
vadas de sus coordenadas. 

OBSÍRVACIÓN i. Una función vectorial r (и) expresa la ley del 
movimiento de un punto material рог el hodógrafo £ de esta función, 
si la variable u se considera como el tiempo. Por eso, la derivada 
r’ (u) es igual a la velocidad del movimiento de un punto a lo Jargo 
de L. 

OBSERVACION 2. Notemos que las reglas de diferenciación de varios 
productos de las funciones vectoriales (escalar, vectorial,mixto) son 
idénticas a las reglas de diferenciación de los productos de funciones 
corrientes. Esto se deduce de lo que las coordenadas de la derivada de 
una función vectorial son iguales a las derivadas de las coordenadas 
de-la propia función, como también de la expresión de los productos 
mencionados en términos de las coordenadas de los factores. 

Не aquí las reglas do diferenciación de los productos de funciones 
vectoriales: 


{г (и) в (и)}' =x" (u) s (u) +r (u) з" (u), 
{г (и) (MY =>” (u) в (u) Er (u) $ (и)], 
{е (и) в (u) t (W)} =>” (и) в (u) t (u) +r (ш) 5" (u) t (u) +r (и) в (и) 4 (и). 


1) Estos razonamientos se confirman por la afirmación on el p. 2, $ 2 de 
este capítulo. 
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Pasemos ahora al problema de diferenciación de las funciones 
vectoriales de varias variables escalares. Por cuanto en lo que sigue 
más abajo se emplearán funciones vectoriales de dos variables esca- 
lares u y v, limitémonos aquí 
precisamente a este caso con- 
creto. 

Supongamos que una función 
vectorial r = г (u, v) está defi- 
nida en cierto entorno G del 
punto Mo (uo, vo) (fig. 12.2). 
Veamos en el plano (u, v) una 
dirección definida mediante el 
vector unidad а con las coorde- Fig 12.2. 
nadas cos а, sen a. Tracemos 
por el punto М, un eje ¿cuya orientación coincide con la dirección 
del vector a, tomemos en este eje los puntos M (и, v) y denotemos 
con lla magnitud del segmento orientado M¿M del citado eje. Las 
coordenadas (u, v) del punto M se definen mediante las igualdades 


u = ug + 1соз@, v= v + Г зоп a. 


En el eje mencionado Z 1а función r = r (u, v) será, evidentemente, 
función vectorial de una sola variable 1. Si esta función tiene en un 
punto 1 = 0 una derivada respecto de la variable 1, dicha derivada se 
llama derivada según la dirección de 1 de la función r == г (u, v) en el 


punto My (ив, va) y se denota con el símbolo Я. 


овзквулстон 3. Si la orientación de 1 coincide con la dirección del 
eje coordenado и (del eje v) (en la fig. 12.2 estas direcciones se indican 
con líneas punteadas), la correspondiente derivada direccional se 
Mama derivada parcial de la función vectorial ғ (и, v) y se denota con 


ol símbolo 99. ó ru (97 6ro). Si la derivada parcial Z£ está definida 
en todos los puntos de cierto entorno dol punto M (и, v), representa 
en dicho entorno una función vectorial. Ésta última función puede 
tenor, a su vez, una derivada parcial, por ejemplo, respecto del ar- 
gumento u. Es natural que esta dorivada parcial se Пато segunda de- 
rivada parcial respecto del argumento u y se denote ŽE (о г). 
De un modo análogo se detorminan otras derivadas parciales de dife- 
rente orden. 

El sentido geométrico de la derivada direccional se pone claro de 
los siguientes razonamientos. El hodógrafo de una función vectorial 
r = r (u, v) se representa, en general, рог la superficie $ (fig. 12.3), 
Cuando el punto M (u, v) se desplaza por el eje 1, el extremo Р del 
vector г (и, v) describe en la superficie 5 una línea L que puede con- 
siderarse como hodógrafo de la función vectorial de una sola varia- 
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Ба según la dirección de Z representa un 
veclor tangente a L en el punto Pa. 

Si la dirección de 2 coincide con la del eje coordenado u, al des- 
plazarse el punto M por el oje correspondiente que pasa por el punto 
Mo, el extremo del vectorr (и, v) describe en la superficie 5 una línea 
атада línea coordenada (esta línea en la fig. 12.3 se marca por una 


línea punteada). De este modo, la derivada parcial ГА represen ta 
un vector tangente a Ja línea coordenada и. La decivada parcial Еа 
reprosenta un vector tangente а la línoa coordenada v. 

4. Diferenciabilidad de una función vectorial. Llamemos incre- 
mento (o incremento total) de una función vectorial r =r (u, v) en 


ble 2. Por eso, la derivada 


Fig. 12.3. 


el punto M (u, v) (corrospondiento а los incrementos Au y Av de los 
argumentos) a una expresión 
Ar =r (u + Au, v + Av) —r (u, v). 

Una función vectorialr =r (u, v) se llama diferenciable en el pun- 
to M (и, ù), si su incremento total en este punto puede ser representado 
en la forma 

Ar = али + bAv + «Ли + ВАР, (12.2) 


donde a y b son clerlos vectores, que no dependen de Au y Av, y a y B 
son funciones vectoriales infinitamente pequeñas, para Nu—=>0 y 
Av -> 0 1), iguales a cero cuando Av = Ли = 0%). 

OBSERVACIÓN 1. Si una función vectorial r =r (и, v) es diferen- 
ciable en un punto M (и, v), entonces, evidentemente, los vectores 


2) Una función voctorial æ (Аи, Av) se Пата infinitamente pequeña, si su 
límito рага Au -> 0 y Av— 0 es igual a cero (al vector nulo). 

2) No damos aquí la definición de diforenciabilidad de la función vectorial 
de una sola variable. Puedo ser formulada por analogía completa con la defini- 
«ción correspondiente para Jas funciones escalares de una sola variable. 
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а у b son iguales, respectivamente, а las derivadas parciales ГА у 
2 еп el punto dado. 


дь 

OBSERVACION 2. Supongamos que una función vectorialr =r (и, v} 
es diferenciable en un punto M (u, v) y 1 es cierto eje que pasa por 
M en el plano (и, v) y que forma con el eje и un ángulo а. Entonces, 
Та dorivada 27 según la dirección de Z existe y puode ser determinada 
de acuerdo con la fórmula 


2 

д д! С 3 1, 

ра cos a + Чу-зеп a.(12.3) р і 
а >) 

En efecto, para la dirección ёт Pl уш ш» 

tenemos Au=1 соз а, Av=l x bs in | 


217] 
1 
1 


"йг 


son æ (fig. 12.4). Sustituyendo 
estos valores de Au y Aven la 
relación (12.2) y haciendo uso 
ж; Ar 

de la relación р = dla FS "оз 
convencemos de la validez de la Fig. 12.4 
fórmula (12.3). 

OBSERVACIÓN а. Nos hemos convencido de que en el caso de diferen- 
ciabilidad de la función r =r (u, v) es válida la fórmula (12.3). 


De esta fórmula se deduce que todos los vectores 27 están dispuestos 


! 
1 
1 
Y 


dr 
w 
dol hodógrafo de la función r (и, v), correspondiente al punto M (u, v) 
y paralelo a los vectores 27 у 97, se Mama, naturalmente, plano 
tangente а la superficie 5 que os un hodógrafo. Kn. la fig. 12.3 el 
plano xt representa un plano tangente a la suporficio 5 en el plano 


en el plano de los vectores z y L. Un plano que pasa por el punto 


5. Fórmula de Taylor para las funciones vectoriales. La fórmula 
de Taylor para una función г = r (и, v) con centro del desarrollo en 
el punto M (и, v) y término residual en la forma do Peano tiene por 
expresión: 


А+ 


к(и-- Аи, оАо) (и, v) E Aup e 


1 т (и. v) e s Ф (и, v) 
+ (E a a OL дидо RD дз)... 
нзр (TE Au" п 0) дит Ар... 
ее: Tr л) +R, (Au, Ад. (12.4) 


28—360 
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donde el término residual R, (Au, Av) representa un vector cuyo or- 
den de pequeñez es superior a р" (р = V ди? + Av”) 1). 

De lo que la fórmula (12.4) es válida podemos convencernos, re- 
presentando cada una de las coordenadas del vector г (и, v) según la 
fórmula de Taylor con el término residual en forma de Peano y escri- 
biendo a continuación la expresión para г (и + Au, v + Дь) con 
ayuda del desarrollo según los vectores básicos (los coeficientes del 
desarrollo serán precisamente las coordenadas de este vector). 

6, Integrales de las funciones vectoriales. Se ha constatado ya que 
una función vectorial se define por sus coordenadas que son unas fun- 
ciones escalares. Esto nos permite extender al caso de las funciones 
vectoriales la operación do integración. 

Supongamos, por ejemplo, que una función vectorial r (и) está 
dada sobre un segmento [а, 5] y quo sus coordenadas г, (u), ra (u), 
та (и) representan las funciones integrables sobre el segmento [а,Ь 
ез, e son los vectores básicos, resulta natural poner, por defi- 


i e, 
nición: 

è r А è 

{ r (u) du =e, | r, (u) du +e, И Y (4) du + ez ў т (u) du. 


Notemos que la integral para la función г (и) puede ser definida tam- 
bién de un modo directo, como límite 4с sumas integralos para la 
función r (и). 
Por suma analogía cou el caso examinado pueden introducirse 
también las integrales de las funciones vectoriales. Notemos que las 
fórmulas y reglas de integración de las funciones escalares pueden ser 
oxtendidas al caso de integrales de las funciones vectoriales. 
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1. Curvas regulares. En el $ 1, cap. 2, v. П de esto curso so ira- 
taba del concepto de curva y de los métodos de su definición. Entre 
los métodos de definir una curva se indicaba el método paramétrico, 
para el cual las coordenadas de un punto variable de la curva se de- 
finon como funciones de una variable escalar, esto es, de un paráme- 
tro. Tomando estas coordenadas por las del vector que sale del origen 
de coordenadas y va al punto de la curva, obtendremos una función 
vectorial de cuyo hodógrafo sirve la curva dada. De este modo, pode- 
mos definir una curva con ayuda de una función vectorial de una sola 
variable escalar y este método es equivalente al método paramétrico 
de definir una curva. 


1) El orden do pequeñez de un vector se define como orden de pequeñez de 
su módulo. 
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Supongamos que una curva L se define por medio de la función 
vectorial r = r (t) 1). Admitamos que el parámetro £ se sustituye por 
otro parámetro и, con ayuda de la relación 2 = / (u), donde / (и) 
es una función continua estrictamente creciente. En este caso la 
función r = ғ (0) se convierte en una función nueva г = ғ (f (u)) 
del parámotro u. De este modo, podemos obtener diforentes parame- 
trizaciones de una misma curva. 

Llamemos la curva L regular (k veces diferenciable) sin puntos 
singulares, si esta curva admite tal parametrización con ayuda del 
parámetro £, que la función vec- 
torial r =r (£) es k veces diferen- в 
ciablo para cierto k> 1 ontero 
yr" (0) + 0 para todos los valo- ri, 
tes del parámento £. Cuando 
k = 1, la curva se llama suave. 

Еп este capítulo se analiz: 
curvas regulares sin puntos sin- 
gulares y aquellas parametriza- 
ciones de estas curvas, para las „ 
cuales r' (t) 0. 

2. Tangente a una curva. Sea L Fig. 12.5. 
una cueva y P, un punto fijo en 
la curva L (fig. 12.5). Tracemos una cuerda PM de la curva. La 
recta PQ, a la que tiendo la curva РМ?) рага M — Р, se Паша 
tangente a L en el punto Р. 

Es válida la siguiente afirmación. 

Una curva suave 1, sin puntos singulares tiene en cada punto Р una 
tangente. 

Demostremos que la tangente se representa por la recta PQ que 
pasa por el punto P paralelamente al vector r’ (t) (recordemos que 
r’ (1) = 0). En efecto, un vector 27 es paralelo a Ja cuerda PM (véaso 
fig. 12.5) y, cuando At —0, tiende a z’ (t). De aquí se deduce que el 
ángulo formado por la recta PM y la PQ tiende a cero, cuando 
М + P. Poreso, la recta PQ es tangente a la curva L. La afirmación 
está demostrada. 

Deduzcamos la ecuación vectorial de una tangente а la curva L 
en el punto Р. Sea R un radio vector del punto variable Q on la tan- 
gente en el punto P. El vector РО = R — r (1) os colincal al vector 
r’ (t) y, por eso, R — r (1) = ur” (t). De aquí obtenemos la ecuación. 
buscada de la tangente 

R =r (t) + ur (0, (12.5) 

1) Una función vectorial г = ғ (0) se denomina, corrientemento, radio 

vector de la curva L. 


2) Diremos que la curva PM tiende a la curva PQ cuando A— P, si el ángu- 
lo entre estas rectas tiende а cero. 


28% 
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en la cual el papel del parámetro Jo desempeña la magnitud u, mien- 
tras que tos el valor fijo del parámotro en la curva £ que detormina el 
punto P. 

3. Plano osculador de una curva. Sea PQ una tangonte a la curva 
L on un punto P (fig. 12.6). Tracemos por la tangente РО y el punto 
М de la curva un plano РОМ. 
Un plano xx, al cual tiene el pla- 
по РОМ *), cuando М -> P, se 
denomina plano osculador a la 
curva L en el punto P. 

Es válida la siguiente afir- 
mación. 

Una curva regular L sin pun- 
los singulares (por lo menos dos 
veces diferenciable) tiene un plano 
osculador en cada punto, en el 

Fig. 12.6. cual los vectores r' (t) y r” (t) no 
son colineales. 

Demostromos que el plano osculador será plano л que pasa por la 
tangente PQ paralelamente al vectorr” (£). Es evidente que un vector 


n=1r (0) r" (01 (12.6) 
sorá el vector de la normal al plano л, y el vector 


morir (0 Ar), Ar=r(t+A9—r(0, (12.7) 


(véase fig. 12.6) será vector de la normal al plano РОМ. Por cuanto 
la curva Z es dos veces diferenciable, tendremos, de acuerdo con la 
fórmula de Taylor: 


Ar=r (Ае (HAB aA, (12.8) 


donde о es una función vectorial jnfinilamento pegueña cuando 
At => 0. De las fórmulas (12.6)—(12.8) se deduce que 


т 1 (Qr (1421r а] =, (12.9) 


donde В = 2 [~ (t) a) es una función vectorial infinitamente pequeña 
рага At — 0. De la relación (12.9) se deduce que, cuando M — P, 
el vector m tiende a л, y, por tanto, tiende a cero también el ángulo 
q formado por los planos РОМ у л. Por eso, el plano л es plano oscu- 
lador respecto de la curva en el punto P. La afirmación está de- 
mostrada. 

Deduzcamos la ecuación vectorial de un plano osculador. Sea R 
un radio vector del punto variable S de este plano. Los vectores 


1) Diremos que el plano РОМ tiende al plano л cuando М — P, si ol ángulo 
entro dichos planos tiende а cero. 
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P3 = R —r (t), r’ (t) y r” (0 son paralelos al plano osculador, y, 
por eso, R — r (1) = ш" (t) + vr” (t). De aquí obtenemos la ecuación 
buscada del plano osculador 


R =r (t) + ur’ (t) + vr” (t), (12.40) 


en Ja cual u y v son argumentos de la función vectorial R, mientras 
que tes el valor fijo del parámetro en la curva Z que determina el 
punto P. 

Obtengamos la ecuación del plano osculador en otra forma. Рог 
cuanto Jos vectores R — r (£), 1 (0). r” (t) son coplanares, el vector 
R satisface la siguiente ecuación: 


(R —r (Y) r" (H) r" (0) = 0. (12.14) 


Si X, Y, Z son cuordenadas del vector R (coordenadas del punto va- 
viable S del plano л}, y = (0), y (0), z (0), coordenadas del vector 
r (0), entonces la ecuación (12.11) se escribirá en la forma coordena- 
da del modo siguiente: 
X—all) Y—y(l) 2—20) 
20) ГАО] 2 (1) |= 
z” (t) v(t) z" (t) 


(12.12) 


La ecuación (42.12) será, evidentemente, ecuación del plano оѕси- 
Јайог. 

osservación. En plano osculador está definido por nosotros gev- 
métricamento con ayuda de un paso límito y, por eso, si existe, será 
único. Do aquí y de la afirmación demostrada en este punto se deduce 
que si en un punto dado л de la curva existe un plano osculador, en- 
tonces, cualquiera que sea la parametrización de la curva, el vector 
r” (1) es paralelo a este plano. Si el parámetro £ se considera como tiom- 
po, r” (t) será el vector de aceleración, al desplazarse el punto a lo 
largo de la curva Z según la ley r (0). De este modo, para cualquier 
mótodo de movimiento por la curva, el vector до aceleración en ol 
punto dado se dispone en el plano osculador de la curva en este pun- 
to. Por esta razón el plano osculador se denomina plano de acelera- 
ción. 

Una recta que pasa por el punto P de la curva £ perpendicular- 
mente a la tangente en este punto se Пата normal. Una normal, dis- 
puesta en el plano osculador leva el nombre de normal principal 
de la curva y la normal perpendicular al plano osculador, binormal 
de la curva. La deducción de las ecuaciones de estas rectas queda al 
cargo del lector. 

4. Curvatura de una curva. Sea P un punto fijo arbitrario de 
una curva regular Z sin puntos singulares y sea M, un punto de esta 
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curva distinto de Р. Denotemos con q el ángulo formado por 
Jas tangentes еп los puntos P y M, y con l, la longitud del arco 
PM ір. 12.7). 

Se llama curvatura k, de la 
curva L en el punto P un límite 
de la razón q/l para 1-0 (es 
decir, para М — P). 

Es válida la siguiento afirma- 
ción. 

Una curva regular L (dos veces 
diferenciable) sin puntos singulares 
tiene en cada punto la curva deter- 
minada ki. 

Pasemos a la demostración 
de esta afirmación. Supongamos 
que los puntos Р y M de la cur- 
va corresponden a los valores £ y t + At respectivamente, del pará- 
metro. 

Calculemos sen q y Z. Por cuanto la curva Z es regular, en cual- 
quier punto de L se tiene г” (t) 5 0, y, por eso, 


Fig. 12.7. 


=U Or utan 2.13 
PS TUFAT ' pue) 


өм 
l= {н асе lr (at= (0) 184+8At, (12.14) 


donde $->Ú para At — 0. 

Notemos que en las transformaciones de la expresión para 1 se 
han aprovechado la fórmula del valor medio para la integral y la 
continuidad de la función r’ (t). 

Transformemos la expresión (12.13) para sen Ф. De acuerdo con la 
fórmula de Taylor, 


r(t At) =r () +r" (t) At + аЛ, а >0 para А 0. 


Con ayuda de esta fórmula la expresión (12.13) para sen q toma una 
forma: 


7 (0 п" (ЕВ 2.15 
НҮ А (12.15) 
donde В 0 y у 0 рага At ~> 0. 

Volviendo а las fórmulas (12.14) y (12.15) y aprovechando, 
рага p0, una identidad 


E A SO 
Г sng T 


senp= 


1) Por cuanto L es una curva regular, cualquier arco suyo PM es rectificable. 
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(cuando q=0, la relación -7- es igual a сего), obtendremos 
e e iror o+ 
T smy TOA? (12:49) 


donde $ y p tienden a cero рага At — 0. Por cuanto ф — Ô para 
At > 0, resulta que ¿Y —> 1 cuando At > 0. Por eso, de la 
relación (12.16) se deduce que, cuando At —> 0, es decir, cuando 
M — P, el límite $ existe y es igual a L ‚==! l, La afir- 
mación está demostrada. 


Así pues, en las condiciones de la afirmación la curvatura Кү 
existe y puedo ser calculada por la fórmula 


ПОТА О 
k= ЧОТОН, (42.47) 


onservaciox. Si a título de parámetro en la curva está elegida la 
longitud del arco 1, de suerte que r = г (1), entonces |r" (1) | = 1, 
y el vector r” (1) es ortogonal al vector r” (1) '). En este caso, eviden- 
temente, la fórmula (12.17) tendrá por expresión 


k = 1 (01. (12.18) 


5. Torsión de una curva. Sea P un punto fijo arbitrario de la 
curva regular Г sin puntos singulares y sea M un punto de la curva 
citada, distinto de Р. Denotemos con q el ángulo entre los planos os- 
culadores en los puntos Р у M, y con І, la longitud del arco PM. 

Se Пата torsión absoluta | ką | de la L en el punto P el lí- 
mite de la razón ф/} para l —> 0 (es decir, para M =» Р). 

Es válida la siguiente afirmación. 

Una curva regular L (tres veces diferenciable) sin puntos singulares 
tiene en cada punto, en el que la curvatura es distinta de cero, una deter- 
minada torsión absoluta. 

Pasemos a la demostración de esta afirmación. 

Supongamos que los puntos P y M de la curva L corresponden a 
los valores £ y t + At, respectivamente, del parámetro. Las normales 
а los planos osculadores еп Р y M se definen por los vectores [r'r”]p y 
ler" 3). De acuerdo con la fórmula de Taylor, habida cuenta dela 


зм 
1) Si la longitud del arco es un parámotro, de la fórmula Al = \ их 


1 
хат se deduce, т ser arbitrarios l y Al que |r (I) |= 1 en 
cualquier punto de Ја curva. Al diferenciar la relación r’? (1) = 1, obtendremos 
2” (1) r” (1) = 0, es decir, el vector r” (1) es ortogonal al vector г" (1). 

7) Las expresignos [rir le y [redar significan que el producto vectorial 
"| está calculado en los puntos Р y M, respectivamente. 


ter 
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igualdad 15777] = 0, obtenemos 
ме = tr lp (1 ir" |p At +a At = 
=(r lp + [1 17), АЕ а At, (12.19) 
donde а —> 0 para At + 0. 
Para el cálculo del límite q/£ para ¿0 nos hará falta el valor 
del seno del ángulo y entre las normales a los planos osculadores en 
los puntos P у M. Con este fin hallemos el módulo del producto vec- 


torial [r'r”), y (r'r"] y y el producto de módulos de estos vectores. 
Con ayuda de (12.19) obtendremos 


^1” 1м] = liro (рь 410777 Jp Al + a AY]. 


ributiva del producto voc- 
(ac) — e (ab) para el pro- 


De aquí, aprovechando Ја propiedad 
torial y la conocida fórmula la (bell 
ducto vectorial doble, hallemos 


Url (rr 1м] = rp (rrr )pAt+ B At, 
donde В = [lr'r"]pa}, y, por eso, В => 0 cuando At —» 0. De la últi- 
ma expresión para [r'r 1 [r'r"],,) obtenemos la siguiente fórmula 
Mrr" lr р (етее) АЕ y М, (12.20) 


donde y — 0 para At — 0. 
Калопапйо análogamente, obtevemos también la siguiente fór- 
mula: 


Mero Рене rr h+ p At, (12,21) 


donde и = 0 para At -> 0. 

De las fórmulas (12.20) у (12.21) obtenemos la expresión para 
sen Фф que se busca: 
її” + de 

ТЕА: 
Notemos que en esta expresión los valores de las derivadas de la fun- 
ción r (t) están calenlados en el punto P. 

Volviendo а la expresión (12.14) para l, aprovechando Ја fórmula 
para senq que acabamos Че recibir, y el límite conocido 


—> 1 para q —> 0, nos convencemos de que el límite -$ 


rre) 
AA+ 


вепр = 


КАЗИ 
ong 
para 1 -> 0 existe y es igual а 

Así pues, en las condiciones de la afirmación la torsión absoluta 
| kz | existe y puede ser calculada por la fórmula 


Mal EL. (12.22) 
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Definamos la torsión k, de una curva con ayuda de la igualdad 
M. муч! 
A (12.23) 

Demostremos que la torsión К, no depende de la elección de la parame- 
trización de una curva y por eso constituye una determinada característi» 
ca geométrica de la curva dada *). 

Pasemos a otra parametrización de una curva con ayuda de un pa- 
rámetro т. 

'Al denotar la diferenciación respecto del parámetro т con un 
punto, obtendremos, rigiéndonos por la regla de diferenciación de una 
función compuesta, las siguientes fórmulas: 


r=, 
r" =r v? + {términos que se expresan linealmente a través de г}, 
+ 124 (términos que se expresan Jinealmente a través de 


ѓу т). 
De estas fórmulas 
(еттт) = RYO, dret 


deducen las siguientes relaciones 
[rr] 19. De este modo, 


ler y 


Nos hemos convencido de que Еу no depende de cómo so elige la para- 
melrización de una curva 
6. Fórmulas de Frenet. Ecuaciones naturales de una curva, En 
ol p. 3 de este párrafo se han introducido los conceptos de normal y de 
binormal de una curva. Estas rectas son, junto con la tangente, las 
aristas de un ángulo triedro, llamado triedro natural. Supongamos 
que como parámetro 1 en la curva Z interviene la longitud dol arco. 
Entonces, >” (1) = t es el vector unidad de la tangente а L. Elija- 
mos un vector unidad л de Ја normal principal de un modo tal que 
sea colineal al vector г” (l) ?), y tomemos a título de vector unidad 
de la binormal un vector 
b = tn. (12,24) 


De este modo, los vectores £, n, b forman una terna derecha de vecto- 
res, es decir, (tnb)>0. Los vectores t, п y b son funciones de la lon- 
gitud del arco. Hallemos los desarrollos de las derivadas Ё, n’. b' 


1) La magnitud absoluta | kz | está determinada goométricamonte, Por 
AN la parametrización puede dependor sólo ol signo de la expresión 
2) De acuerdo con la observación en el р. 4 de este párrafo, el vector м" (7) 

es ortogonal al vector ё y se dispone en el plano osculador do la cur: 
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de estas funciones según los vectores 4, п y b. Por cuanto t =r (0), 
se tiene 1 =r” (1). Por eso, el vector f’ es colineal respecto de л: 


Y = ол. 
De conformidad соп la observación 4 de esto párrafo, о = Кү (a = 
=181=|r"(D1=k%) y por eso 

Y = ка. (12.25) 


Volvamos ahora al vector b. Por cuanto b ез un vector unidad, 
b' será ortogonal а b. Demostremos que el vector b' es también orto- 


y Plano escutador 


2-10 


Giro de la binormal 
al crecer] 


rj on 


Giro de la normat 
principai al creceni 


Fig. 12.8. 


gonal a t. Al diferenciar la identidad (bt) = 0, obtenemos (b't) + 
+ (bt”) = 0. Por cuanto, de acuerdo con (12.25), (B1') == k, (bn) = 
= 0, entonces (b't) == 0, lo que es indicio de que el vector b’ es or- 
togonal a t. De los razonamientos aducidos se desprende que el vector 
b' es colineal con п, es decir, 


b = Ва. (12.26) 

Demostremos que B = — Ку. Sea p un ángulo formado por los 
planos. osculadores en los puntos correspondientes a los valores del 
parámetro Гу 1 + Al. Es evidente que el ángulo entre los vectores 
b (1) y b (1 + Al) es también igual a q, dado que el vector b es orto- 
gonal a los planos osculadores. Por eso, tomando en consideración 


que Иш Ж = ka obtendremos 
м 


Fia ЕЕЕ ГИС ра 
к= ка] ва dm |] 11 
Por consiguiente, siendo | В | = | b’ |, la relación |B| = | ką | зе 


verifica. Supongamos que los vectores b’ y п son de una misma orien- 
tación. De la fórmula (12.26) se deduce que en tal caso B = | b' |, 
es decir, В > 0. Está claro que en este caso los vectores г" (1), r” (0) 
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y r” (1) forman una terna de sentido opuesto con relación a la terna 
t, n, b (fig. 12.8) y, por eso, (r,r”,r) < 0, es decir, ka <0. 
Сото B œQ y | В | = | k, | , se tiene В = —k?. En el caso cuando 
los vectores b’ y п son de orientación opuesta, es fácil convencerse, 
razonando de nna manera igual, de que B < 0 y №, > 0. Por cuanto 


| BI = | ka |, en este caso también ф = — kz. En el саво de que 
В = 0, la igualdad В = — k, es evidente. Hemos demostrado pues 
que 

B= ka. (12.27) 


De las fórmulas (12.26) y (12.27) se deduce la expresión requeri- 
da para b 


Y = — kan. (42.28) 
Hallemos ahora la expresión рага n’. Haciendo uso do la regla de 


ferenciación de un producto escalar y de las fórmulas (12.25) y (12.28) 
obtendremos 


п' = [bt] = [b't) + [bt] = — ka [nt] + ki [bn] = — kit + kgb. 


Reuniendo en una tabla las fórmulas (12.25), (12.28) y la expresión 
para п", que acabamos de deducir, obtendremos las siguientes fór- 
mulas llamadas fórmulas de Frenet %): 


kın, 
n=—kt ЫЬ, ) (12.29) 
b=  —®л. 


Las fórmulas de Frenet se llaman fórmulas fundamentales de la teo- 
ría de las curvas. 

De las fórmulas de Frenet se deduce que si se conocen la curvatura 
k, y la torsión К, de la curva L, pueden hallarse las derivadas de las 
funciones vectoriales #, п y b (es decir, las velocidades de variación 
de estas funciones). Naturalmente, esto nos lleva a una idea de que 
la curvatura y la torsión definen la curva £, lo que realmente tiene 
lugar. A saber, es válida la siguiente afirmación. 

Supongamos que k, (I) y k, (l) son cualesquiera funciones diferen- 
ciables y, además, k, (1) > 0. Entonces, existe la única curva, con una 
exactitud de hasta la posición en el espacio, para la cual k, (1) y ka (0 
son la curvatura y la torsión respectivamente. 

No vamos a demostrar esta afirmación. Notemos solamente que la 
demostración se fundamenta en el teorema de existencia y unicidad de 
la solución de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Por cuanto, de acuerdo con la afirmación enunciada, la curvatura 
k, (1) y la torsión ką (1) definen por completo una curva, el sistema do 


1) J. Frenet, matemático francés (1801—1880). 
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ecuaciones 
ki = k (D), ka = ka (0 


se denominan, de ordinario, ecuaciones naturales (intrínsecas) de 
Ja curva. 
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En el cap. 5 hemos conocido una serie de datos importantes sobre 
las superficies: se ha introducido el concepto de superficie, el de su- 
perficio regular y suave sin puntos singulares y concepto de plano 
tangento y de normal a una superficie. Aquí daremos a conocer una 
serie de propiodades importantes de las superficies regulares. 

1. Primera forma cuadrática de una superficie. Mediciones sobre 
una superfi Sea Ф una superficie regular sin puntos singulares y 
sea г (и, v), el radio vector de la citada superficie. Según se sabe, өп 
este caso Irur] # 0. 

Se Mama primera forma cuadrá 
sión 

І 


са T de la superficie Ф una expre- 
drè, (12.30) 
ión «forma cuadrática» se debe a que la expresión. 
I = 4% = vidu? + 24,0 dudo > rido 


representa una forma cuadrárica de las diferenciales du y dv. 

La primera forma cuadrática es definida positivamente por la for- 
ma: se reduce en 0 sólo cuando du = do = ©, y para los demás valo- 
res de du y dv es positiva. En efecto, sidr? = 0, entonces, dr = 
= кийи + rado = 0. Por eso, si du y dv no so anulan simultánea- 
mente, de la igualdad r,du + rado == 0 se deduce quer, yr, son coli- 
neales, es decir, [r,r,] = 0, lo que es imposible. puesto que, por hi- 
pótesis, |г„г„] 5 0. 

Para los coeficientes de la primera forma cuadrática se emplean 
las designaciones 


= E, ra = Р, n=G. (12.34) 


Con ayuda de estas designaciones la expresión (12.30) para la primera 
forma cuadrática puede ser escrita en la forma siguiente: 


I = dr? = E du? + 2F du de + Сд. (42.32) 


Así pues, sobre una superficie regular Ф definida por el radio vector 
r =r (u, v), viene dada una primera forma cuadrática 1 mediante la 
relación (12.32). En este caso los coeficientes de la forma citada pue- 
den calcularse según las fórmulas (12.31). 

Con ayuda de la primera forma cuadrática pueden realizarse medicio- 
nes sobre una superficie: en particular, cálculo de las longitudes de los 


La denomi 


(rudu + rodo)? = 
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arcos de las lineas y mediciones de los ángulos entre las lineas de las áre- 
as de los dominios. 

Soa L una línea regular sobre una superficie Ф, definida por las 
ecuaciones paramétricas *) 


u= u (0, 


=v (t), << tp (42.33) 


соп la particularidad de que u (t) y v (0) son funciones diferenciables 
con derivadas continuas. 

Se conoce que la longitud Z del arco de la curva L, definida por el 
radio vector r =r (и (0. v(t)), puede hallarse según la fórmula 


Й 
1 =\ иаа (12.34) 
ña 
(véase fórmula (2.21), у. Ш). 
Como | (0 | dt = pr” (u (0), v (D) | dt == | dr (и, v) |, de la fór- 
mula (12.34) obtenemos 


{ела Гати, = Кйз= {ут (12.35) 


б L L 1 


(las últimas tres integrales en (12.35) representan integrales curvi- 
líneas de primera especie). Así pues, si se conoce la primera forma 
cuadrática, se pueden calcular las longitudes, con ayuda de (12.35). 
Pasemos ahora a las mediciones de los ángulos en las superficies. 
Sea Ф una superficie dada mediante una función vectorial 


Examinemos en el pnnto P dos direcciones, du 
El ángulo q entre estasdi recciones se determina seg 
bien conocida por el curso de la geometría analítica para el coseno del 


3) Está claro que la reprosentación de u y v en forma de lus funciones (12.33) 
de cierto parámetro t determina en una superficie una curva definida por la 
función vectorial r (u (9, v (0). La cuestión de si toda línea sunve L on la super: 


condición [тиг] + 0, de la cual se deduce, por ejemplo, que > «ге, #0. La 
última condición asogura la resolubilidad del sistema z (0) = z lu, v), y (0 = 
== y (u, v) respecto de u y v. 

2) Es evidente que este vector está dispuesto en el punto Р del plano tan- 
gente, 


448 Cap. 12. Fundamentos de la teoría de las curvas 


ángulo Фф entre los vectores dr = г„йи + rado y бг = г„би + r, ôv: 
(dr -Sr) 
E EEE 

Tomando en consideración la relación (12.34), de esta fórmula 

obtenemos para cos q la siguiente expresión: 
E du би + F (du 6o-+- dv би) +С dv 6 (12.36) 
утаа 2f dudo Са у Ебиз1-2Ёби ot OT 0 
El ángulo entre las curvas Z, у L sobre la superficie Ф que se inter- 
secan en un punto Р se define como ángulo entre las direcciones de 
las tangentes a L, y Ly en el punto Р. Notemos que si una curva sobre- 
la superficie so defino mediante las ecuaciones paramétricas u = 
= u (t), v = v (1), la dirección du : do en un punto de esta curva se 
define por un vector 
dr = rdu + rudo = (ғыш? + roo”) dt. 

Así pues, conociendo la primera forma cuadrática, podemos cal- 
cular, con ayuda de (12.36), los ángulos entre las direcciones sobre la 
superficie. 

El problema de medición de las áreas de los dominios en una super- 
ficie fue detalladamente examinado en el сар. 5. 

Recordemos que si un dominio TI en la superficie se define prefi- 
jando los parámetros u y v en el dominio de su variación Q, el área 
© del dominio TI puede calcularse según la fórmula 


o= | | VEC=F dudo 


(véase fórmula (5.18)). 
De este modo, si se conoce la primera forma cuadrática, podemos 
medir áreas de los dominios sobre una superficie. 

lodos los hechos que pueden obtenerse por medición sobre una 
superficie con ayuda de la primera forma cuadrática se refieren a la 
así. llamada geometría intrínseca de las superficies. 

Dos diferentes superficies pueden contar con una misma geome- 
tría intrínseca. Como ejemplo más simple de tales superficies puedo 
servir un plano y un cilindro parabólico. Notemos que las superficies 
de una misma geometría intrínseca se llaman isométricas. 

2. Segunda forma cuadrática de una superficie. Sea Ф una super- 
ficie regular definida por un radio vector r и, v), y sea л (и, v} 
un vector unidad de la normal a esta superficie definido por una rela- 
ción 


cosq= 


(42.37) 


1) Por cuanto Hirurel | = Y {rur,)*, entonces, do acuerdo con las 
fórmulas (12.34), | iruro] | = Y ECT Р. 
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Se llama segunda forma cuadrática II de una superficie una ex- 
presión 
I = — dr àn. (12.38) 
Puesto que dr=n = 0'), tenemos d (dr-n) = 0, es decir, Ф.п = 
—dr dn, y, por eso, la segunda forma cuadrática puede ser defi- 
nida también con ayuda de la relación 


П = diran. (12.39) 

Por cuanto dir = ruudu? + 2г„„ du до + ғой, entonces, de acuer- 

do con (12.39), la segunda forma cuadrática puedo escribirse del mo- 

do siguiente: 

П = (тышл) due + 2 (ruo п) du dv + (ron) det. (12,40) 

Para los coeficientes de la segunda forma se emplean las siguien- 
tos designaciones 

гыл =L, run = М, ran = М. (12.41) 

Volviendo а la expresión (12.37) рага n, obtendremos, con ayuda de 


(12.41), las siguientes fórmulas para los coeficientes de la segunda 
forma: 


= иштиг танат = Euro e 
a VEGA ' M VEGF?’ VEGF" (02:0) 

3. Clasificación de los puntos de una superficie regular. Analicemos 
un problema de desviación de una superficie del plano tangente en 
un punto dado. 

Sean: Ф, una superficie regular (dos veces diferenciable); г = 

= r (u, v), el radio vector que define la citada superficie; п (и, v), 
el vector unidad de la normal; Р (u, v), un punto fijo de la superficie; 
np, el vector п (u, v) en el punto P2); M, un punto de la superficie 
mis corresponde a los valores de los parámetros и + Au, v -++ Av 

ig. 12.9). 

Sea N la baso de nna perpendicular trazada de W a un plano tau- 
gente л еп el punto P, y sea А una magnitud cuyo valor absoluto es 
igual a la distancia entre M у el plano л. El signo de k es positivo, 
si las direcciones de los vectores NM y np coinciden, y es negativo 
en el caso contrario. Es evidente que 


h = Ar-np, (12.43) 
donde Ar = ғ (u + Au, e + Av) — г (u, v) = РМ. Por cuanto u 


y v son variables independientes, podemos considerar Au = du, 
Av = dv, y, por eso, aprovechando la fórmula do Taylor (véase fór- 


x 1) El vcctor dr se dispone en el plano tangente a la superficie y, por eso, 


ir- . 
З Lalotra P al pie del vector significará en adelante que el vector se toma 
en el punto P. 
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mnla (12.4), obtendremos 

Ar=(drjp +g (Br)p+ Ra (42.44) 
En csta relación las diferenciales están calculadas en el punto P, 
y В, es un vector de orden o (p°), donde р = }/ du? — di?. De las fór- 


Fig. 12.9. Fig. 12.10. 


mulas (12.43) y (12.44) obtenemos рага k la siguiente expresión: 
h= përp npt Rony. (12.45) 


Por cuanto гр п, os la segunda forma cuadrática Ip calcula- 
da en el punto P, y Hp = o (p°), la relación (12.45) puede ser es- 
crita en 1а forma: 


h=4 Hp +0(0%). (12.46) 


Volviendo a la fórmula (12.46), podemos suponer que la influen- 
cia principal en la magnitud № la ejerce el sumando 1/2 Ilp, y, por 
eso, la estructura espacial de una superficie en las cercanías de un 
punto regular se determina por la segunda forma cuadrática en este 
punto. 

Esta suposición se confirma por los siguientes razonamientos. 

Le La segunda forma cuadrática 1, es de signo fijo (LN — М? > 
> б). 

En este caso 1) 

LM» 1>4p%, 4>0. 
De aquí y de la relación (12.46) se deduce que la magnitud А conser- 
va intacto un signo determinado para todos los valores p suficiente: 
mente pequeños, y, por eso, en un entorno del punto P la superficie 
se dispone por un lado respecto del plano tangente лр en este punto: 
(fig. 12,40 

1) Podomos convencernos de la validez de lu desigualdad | 11р | > Apt; 
del modo siguiente, por ejemplo. Tenemos DE L Ar dz do 
+ N dot | = | L cos ta -+ 2M cos œ son a + N sen %a | p°, donde, соз 
= du/p, sen а = dvlp. Por cuanto Ip es una forma de signo fijo, la expresi 
дена зим 000 am + М sen *a | tieno mínimo positivo A, es decir. 
Р г. 


$ 3. Algunos datos de la teoría de las superficies 449 


El punto Р de una superficie se llama en este caso elíptico. 

Una esfera, un elipsoide, un paraboloide elíptico son ejemplos de 
las superficies, cada punto de las cuales es elíptica. 

2°. La segunda forma cuadrática II es de signo variable (LN. — 
— М? < 0). En este caso, en el punto Р de la superficie pueden in- 
dicarse dos direcciones diferentes, du: dv y би : ôv, de tal índole 
que para los valores de las diferenciales de las variables и y v, que 
definen las citadas direcciones, la segunda forma se anula, mientras 
que las demás direcciones se subdividen por dos mencionadas en dos 


Fig. 12.11. Fig. 12.12. 


clases. Para las diferenciales du y dv, la razón du : dv entre las cua- 
les define una dirección perteneciente a una de estas clasos, la segun- 
da forma es positiva; para las razones du : dv, que definen las direc- 
ciones de la otra clase, la segunda forma es negativa. Por eso, la su- 
perficie en cercanías del punto P se dispone por los lados diferentes 
respecto del plano tangente лр en este punto (fig. 12.11). 

El punto Р de la superficie se Паша en este caso hiperdólico. 

Cada punto de un hiperboloide de una hoja y de un paraboloide 
hiperbólico es hiperbólico. 

3° La segunda forma cuadrática 11, es casi de signo fijo (LN — 
— M? = 0). En este caso, sobre la superficie puede indicarse en el 
punto P una dirección du : dv de tal índole que para los valores de 
Jas diferenciales du у dv, que definen dicha dirección, la segunda for- 
ma se reduce a cero. Para todos los demás valores de las diferencia- 
les la forma conserva intacto su signo *) (fig. 12.12). 

El punto Р de la superficie se llama en este caso parabólico. Cada 
punto de una superficie cilíndrica es parabólico. 

4%, La segunda forma cuadrática II, es igual a cero en el punto 
P (L=M = N = 0). El punto Р se llama en este caso punto de 
aplastamiento. En la fig. 12.13 se expone una superficie con un punto 
de aplastamiento. 

Cualquier punto de un plano es punto de aplastamiento. Como 
ejemplo de punto aislado de aplastamiento puede servir un punto con 
las coordenadas (0, O, 0) de la superficie definida mediante una ecua- 
ción z= а + yA, 


1) En este caso la segunda forma puede ser representada en forma del cua- 
¿rado de cierta forma libeal de las diferenciales du y dv. 


зз 20-569 
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Notemos que si todos los puntos de una superficie son puntos de 
aplastamiento, la superficie es un plano. 

4. Curvatura de una curva sobre la superficie. Supongamos que la 
superficie regular Ф está definida mediante una función vectorial 
r = г (u, v); п es el vector unidad de la normal а Ф, y Г, una curva 
regular sobre Ф que tiene en el punto P (и, v) una dirección du : dv. 

Elijamos a título de parámetro sobre L la longitud Z de un modo 
tal que r = r (и (1), v (D) = г (1) a lo largo de L. En el punto 6 del 


Fig. 12.13. Fig. 12.14. 


párrafo anterior se ha establecido que el vector r” (1) está dirigido a 
lo largo de la normal principal п, а la curva L en el punto Р y que 
el módulo de este vector es igual a la curvatura А de la curva L en 
el punto P. Por eso, 

к^п = k cos ф, (42.47) 
donde q es el ángulo entre la normal principal ny, de la curva L y 
la normal л a la superficie (fig. 12.14). Según la regla de diferencia- 
ción de una función compuesta tenemos: 

rl) = ruut? + Prut А ғо ru” А roo”. 

Por cuanto el vector л es ortogonal а los vectores r, y r,, sustituyen- 
do 1а expresión determinada der” (1) en el primer miembro de (12.47) 
Y teniendo presentes las fórmulas (12.41), obtenemos 


rn = (кп) u? + 2 (run) шо + (ron) 0? = 
= Lu? + 2Muv' + Мо". (12.48) 


Puesto que ue. ve, y sobre la curva L se verifica la 
igualdad dl? =E du?+2Fdudv+Gdv?, entonces, de (12.47) 
y (12.48) proviene una relación 
Ldu*+2M dudv4-N dv? _ 11 
Боов Fan IF йшй БЕ йй "ОТ 290 
El segundo miembro de (12.49) depende sólo de la razón du : dv, 
es decir, sólo de la dirección du : dv. Por eso, para todas las curvas 
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L sobre la superficie Ф que pasan por el punto Р еп la dirección dada 
du : dv, la expresión k cos Ф es igual a cierta constante kn: 
k cos q = kn = const. (42.50) 


En particular, si una curva L es la así llamada sección normal Ln 
de Ja superficie Ф en la dirección du : dv, es decir, una línea de inter- 
sección de la superficie Ф con un plano que pasa por la normal љ 
y la dirección du : dv, entonces p = 0, cos p = 1, y, por eso, la fór- 
mula (12.50) adquiere la forma 

k= Kn. 


De este modo, la magnitud kn representa la curvatura de la sección 
pormal de la superficie du : dv y puede ser calculada según la fórmu- 
la 


Ldu24 2M du do-+N доз LLI 
алға афО = T (12.51) 


La magnitud kn se llama también curvatura normal de la línea L. 

Notemos que la igualdad (12.50) expresa el contenido del teore- 
ma de Meusnier \). 

5. Curvas especiales sobre una superficie. 

4%. Líneas asintóticas. Una dirección du : dv sobre la superficie 
regular Ф en un punto P se denomina asintótica, si la curvatura nor- 
mal еп esta dirección es igual a cero. 

De la relación (12.51) proviene que la dirección du : dv será asin- 
tótica sólo en aquel caso en que para esta dirección se cumple la 
condición 

L du* + 2M du dv + N d? = 0. (12.52) 


Por cuanto la segunda forma se reduce а сего en los puntos hi- 
perbólicos, puntos parabólicos y puntos de aplastamiento de la su- 
perficie, sólo en los puntos mencionados se tienen direcciones asintó- 
ticas; en un punto hiperbólico dos direcciones asintóticas, en un punto 
parabólico una dirección asintótica, en un punto de aplastamiento 
cualquior dirección es asintótica. 

Introduzcamos el concepto de línea asintótica. 

Se llama línea asintótica sobre una superficie a una curva, cuya 
dirección en cada punto es asintótica. 

Si una superficie regular se compone de puntos hiperbólicos, está 
cubierta con dos familias de líneas asintóticas. 

Por ejemplo, dos familias de generatrices rectilíneas de un hiper- 
boloide de una hoja son líneas asintóticas. 

Si en una superficie se tienen dos familias de líneas asintóticas, 
ellas pueden tomarse, en el caso general, por líneas de coordenadas 
и y v. En este caso, a lo largo de la línea u, por ejemplo, no varía el 


1) Meusnier, matemático francés (1754—1799). 
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parámetro v, y, por eso, en esta línea la segunda forma tiene por 
expresión 11 = L du*. Por cuanto en la dirección asintótica 11 = 0 
(véase la relación (12.52), resulta que Z = 0. De un modo análogo 
podemos convencernos de que У = 0. Así pues, si las líneas asintóti- 
саз de una superficie son líneas coordenadas, la segunda forma tendrá 
por expresión 

П = 2M du do. 


2%. Direcciones principales. Líneas de curvatura. De la fórmula 
(12.51) зе ve que la curvatura normal en un punto dado es una fun- 
ción de du y dv, y, con mayor precisión, de la razón du/dv, es decir, 
de la dirección du : dv en el punto dado. 

Los valores extremales de la curvatura normal en un punto dado 
so denominan curvaturas principales, y las direcciones correspondien- 
tes, direcciones principales. 

Cerciorémonos de que en un punto dado de una superficie regular 
siempre hay direcciones principales. 

Al suponer 

du de 
viario o уштн 


reduzcamos la expresión (12.51) para kn a una forma 


=sena, 


L cost a 4-2М cos a sen + М sont a 


ka= ota IF cos а. зеп а-_@зеп#= 


Do este modo, en un punto dado la curvatura normal k, representa 
una función diferenciable del argumento a, que está definida en un 
segmento [0, 2x) y que toma valores iguales para a = 0 y a = 2л. 
Por eso, en cierto punto interior a de dicho segmento К„ tiene un өх- 
tremo local. Al valor mencionado de æ le corresponde una dirección 
du : dv sobre la superficie, la cual será, naturalmente, principal. Si 
empezamos a medir los ángulos œ a partir de esta dirección principal, 
entonces, razonando análogamente, nos convencemos de que por lo 
menos para una dirección más du : dv se logra un extremo de la cur- 
vatura normal. 

Así pues, en cada punto de una superficie regular existen por lo me- 
nos dos diferentes direcciones principales. 

Domos a conocer un método de calcular curvaturas principales en 
un punto dado. Considerando К„ como función de du y do, obtenemos 
de (12.51) la siguiente identidad respecto de du y de: 


(L — К„Е) du? + 2 (М — К.Р) du do + (N — knG) de? == 0. 


Diferenciando esta identidad respecto de du y respecto de dv, y to- 
mando en consideración que la derivada de la curvatura normal para 
la dirección principal es igual a cero, obtendremos para du y de 
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que definen cualquier dirección principal, las relaciones: 


(L—k,E) du +(M—k,F) dv = 0, | 
(M—k,F) du +(N — kG) dv=0, 


en las cuales %, es el valor de la curvatura principal en la dirección 
du : dv. Por cuanto en todo punto existen direcciones principales, 
el sistema (12.53) tiene soluciones по nulas respecto de dz y dv. 
Por consiguiente, ha de ser igual a cero el determinante de este sis- 
tema: 


(12.53) 


Г-КЕ МЫР 
М-Р М-Ы 


De la ecuación (12.54) pueden determinarse las curvaturas principa- 
les Кү, y a continuación, de las relaciones (12.53), las direcciones 
principales. 

La ecuación (12.54) es ecuación cuadrada respecto de Кү cuyas raí- 
ces reales son las curvaturas principales. Por eso, pueden tener lugar 
dos casos: 

4°. La ecuación (12.54) tiene dos raíces reales k, y kg 

2°, Las raíces Кү de la ecuación (12.54) son iguales. Examinemos 
estos casos separadamente. 

1°, La ecuación (12.54) tiene dos raíces diferentes: k, y ky Ё, зе ka 
A estas raíces les corresponden dos diferentes direcciones principales. 
Cerciorémonos de que si las direcciones de las líneas coordenadas u y 
v en un punto dado coinciden con las principales, en dicho punto F = 
= Oy M == 0. Notemos дие la reducción de F a cero significa ortogona- 
lidad de las direcciones principales. 

Así pues, supongamos que las direcciones de Jas líneas coordena- 
das и y » en punto dado coinciden con las direcciones principales. 
Esto significa que las direcciones du : O, 0 : dv son principales, у, 
por eso, de las relaciones (12.53) provienen las igualdades 


L—kE=0, M—kF=0, 
M=kyF=0, N—=k,G=0. 


Por cuanto Кү + ka, es evidente que M = 0, F = 0. Notemos que 
para la elección mencionada de las líneas coordenadas las curvaturas 
principales k, y ka pueden hallarse a partir de las relaciones 
Nm 
G 

2. La ecuación (12.54) tiene dos raíces iguales: kı = k, = k. 
Cerciorámonos de que en este caso cualquier dirección en un punto dado 
es principal. Si las líneas coordenadas en un punto dado son ortogona- 
les, en el punto citado F = O y M = 0. 


| o. (42.54) 
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Ya se ha notado que en todo punto se tienen por lo menos dos 
direcciones principales diferentes. En el caso que se considera a cada 
una de estas direcciones principales le corresponde un mismo valor 
k de la curvatura principal. Mas, en este caso deben reducirse a cero 
los coeficientes del sistema (12.53), es decir, 


L=kE=0, M—kF=0, N—kG=0. 


De estas igualdades se deduce que en un punto dado los coe- 
ficientes de la segunda forma son proporcionales a los coeficientes 
de la primera forma: 


L=kE, М = КЕ, N = kG. 


Sustituyendo estos valores de L, М у N еп la fórmula (12.51), nos 
convencemos de que en el punto dado las curvaturas de las secciones 
normales en cualquier dirección du : dv son iguales y equivalen a К. 
Por consiguiente, cualquier dirección du : dv en el punto dado es 
principal. 

Si las líneas coordenadas en un punto dado son ortogonales, tene- 
mos F „ y en este caso de la relación M — kF = 0 se deduce 
que también М = 0. 

Así pues, podemos llegar а la siguiente deducción: en todo punto de 
una superficie se tienen direcciones principales ortogonales. Si las di- 
recciones de las líneas coordenadas coinciden con dichas direcciones 
principales, en el punto citado F = 0 y M = 0 

Introduzcamos el concepto de línea de curvatura. 

Se llama línea de curvatura sobre una superficie a una curva cuya 
dirección en cada punto es principal. 

Sobre cualquier superficie regular se tienen, en el caso general, 
dos familias diferentes de líneas de curvatura (más arriba se ha indi- 
cado que en cada punto hay dos diferentes direcciones principales). 

Señalemos que si elegimos, a título de líneas coordenadas, las 
líneas de curvatura, la primera y la segunda formas de una superfi- 
cie tendrán por expresión: 


I = E du? + Сал, 
H = L du? + уай, 


puesto que F = 0 у M = 0. 

3°. Líneas geodésicas. Se llama línea geodésica sobre una superfi- 
cie una curva en todo punto de la cual la normal principal coincide 
cor la normal a la superficie. 

Dos puntos cualesquiera de una superficie completa regular pue- 
den.unirse mediante una línea geodésica. Si dichos puntos son sufi- 
cientemente próximos, la línea geodésica que los une será, además, 
más corta: cualquier otra línea-sobre la superficie que une los puntos 
mencionados, será de mayor longitud. 
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Notemos que el movimiento de un punto por la superficie en au- 
sencia de las fuerzas externas se realiza a lo largo de la línea geodésica 

6. Fórmula de Euler. Curvaturas media y gaussiana de una si 
perficie. Teorema de Gauss. Sea P un punto fijo de la superficie re- 
gular Ф. Convengamos en considerar que las líneas coordenadas u 
y v son ortogonales en un punto dado y que las direcciones de dichas 
líneas coinciden con las direcciones principales. En el р. 5 de este 
párrafo se ha establecido que con tal elección de las líneas coordena- 
das en el punto dado se cumplen las relaciones 


F=0, M=0, L—kE=0, № – 8,6 = 0. 


Con ayuda de estas relaciones la fórmula (12.51) para la curvatura 
normal К, toma por expresión 


к = FE dude йл 
AG a 


VE do Vido E 
= = 12. 
A "т? VEaa Cd > (12:50) 
obtendremos, evidentemente, la siguiente fórmula para la curvatura 
normal: 


Al poner 


kn = k, cos р + К, sen? q. (12.56) 
La fórmula (12.56) lleva el nombre de Euler. Con ayuda de esta fór- 
mula la curvatura normal kn en la dirección du : dv puede ser cal- 
culada en términos de las curvaturas principales k, y Ку. 

Evidentemente, las fórmulas de Euler y (12.50) ofrecen una com- 
pleta información sobre la distribución de las curvaturas de las lí- 
neas sobre una superficie. 

OBSERVACIÓN 4. El ángulo Ф еп la fórmula de Euler, cuyo valor 
puede hallarse, para la dirección dada du : do, según las fórmulas 
(12.55) representa un ángulo que la dirección du : dv forma con la 
dirección de la línea coordenada u. 

Con el fin de cerciorarse de esto, calculomos, según la fórmula 
(12,36), el coseno del ángulo formado por las direcciones du : dv 
y du:0 de la línea u. Al poner en la fórmula (12.36) би = du, 5v = 
VE du 

т 


гт 
la cual coincide con la expresión рага cos q, hallada según la prime- 
ra de las fórmulas (12.55). 

En la teoría de las superficies son de amplio uso el concepto de 
curvatura media y el de curvatura gaussiana de una superficie en un 
punto dado. 

Se llama curvatura media H de una superficie a una semisuma 


$, + Е.) de las curvaturas principales. Se llama curvatura gaussia- 
na K de una superficie a un producto k,k, de curvaturas principales. 


= 0, obtenemos para el coseno buscado una expresión 
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Volviendo a la ecuación (12.54) para las curvaturas principales 
y aprovechando las propiedades de las raíces de una ecuación cua- 
drada, obtenemos las siguientes fórmulas para Н y K: 
1 LG—2MP+NE 
A, (12.57) 


(12.58) 


оввекулстом 2. De la expresión (12.58) para la curvatura gaus- 

siana proviene que su signo coincide con el del discriminante LN — 

ME де la segunda forma cuadrática (el discriminante ЕС — F* 
de la primera forma es siempre positivo, puesto que la primera for- 
ma es definida positiva). Por eso, la curvatura gaussiana en los pun- 
tos elípticos es positiva, өл los puntos hiperbólicos es negativa y es 
nula ел los puntos parabólicos y en los de aplastamiento. 

А primera vista se produce una impresión de que la curvatura 
gaussiana К de una suporficie puedo hallarse sólo en el caso cuando son 
conocidas las formas cuadráticas primera y segunda de la superficie 
(véase fórmula (12.58). 

No obstante, en realidad la curvatura gaussiana puede ser expre- 
sada sólo en términos de los coeficientes de la primera forma cuadrá- 
tica y, рог eso, representa un objeto de la geometría intrínseca de la 
superficie. Este hecho notable fue establecido por Gauss !) y se Ila- 
ma en la literatura matemática «famoso teorema de Gauss». Demostre- 
mos este teorema, 

Teorema de Gauss. La curvatura gaussiana K de una superficie 
puede ser expresada en términos de los coeficientes de la primera forma 
cuadrática de la superficie y de sus derivadas. 

Demostración. Volviendo a la fórmula (12.58) para la curvatura 
gaussiana K y haciendo uso de la expresión (12.42) рага los coefi- 
cientes de la segunda forma cuadrática, es fácil convencerse de que 
con el fin de demostrar el teorema, basta expresar en términos de los 
coeficientes de la primera forma cuadrática y de sus derivadas la 
siguiente expresión: 

А = (тағат) (Foor urs) — (usure). 
Esta expresión se transforma fácilmente en una forma ?) 


FuuP oo — Trio ГцшГы Tuure O тығы Fuero 
тыг Е F a E F |. (12.59) 
тоғ ғ G rra F G 


з) C, F. Gauss (1777—1855), matemático eminente alemán. 
2) En la transformación se usa la siguiente identidad: 
aa, aby ас. 
bras bibs bies 
са, субу cics 


(ау&усу) (азбас) = 


$ 3. Algunos datos de la teoría de las superficies 457 


Al diferenciar respecto de u y v las expresiones 


= Е, гыг = Р, гь = 6, 
obtenemos 


тығы = Eu гат En гән в, 


тало {бш таъа УЕ, гыга = Р 64. 


Diferenciando la expresión рага ғ, „ғ, respecto de v, у la expresión 
гу respecto de ш, y sustrayendo los resultados obtenidos, hallamos 


мат о 6 БЕ. В. 


Sustituyendo la expresión determinada у las expresiones рага los 
productos escalares de las derivadas en el segundo miembro de (12.59), 
nos convencemos de que el teoreraa es válido. 

Aduzcamos en conclusión una expresión para Ja curvatura gaus- 
siana K en términos de las coeficientes de la primera forma cuadráti- 
ca y de sus derivadas: 
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Апехо 


SOBRE EL CÁLCULO DE LOS VALORES 
DE UNA FUNCIÓN SEGÚN LOS 
COEFICIENTES DE FOURIER DADOS 
EN LA FORMA APROXIMADA 


1. Problema de sumación de la serie trigonométrica de Fourier con 
coeficientes de Fourier dados en la forma aproximada. Supongamos 
al principio que una función f (z) satisface las condiciones que asegu- 
ran convergencia uniforme de su serie trigonométrica de Fourier 


+ Ў) (a, cos kz + bn sen der) (4.4) 
ка 
en todo el segmento | — л, л]. Admitamos también que en lugar de 


los valores exactos de los coeficientes trigonométricos de Fourier 
аһ y br de dicha función se conocen sólo valores aproximados ак 


y Ùn de los coeficientes de Fourier mencionados. Precisamente este 
caso se encuentra frecuentemente en los problemas de aplicación. 

Convengamos en considerar que los errores de definición de los 
valores aproximados de los coeficientes trigonométricos de Fourier 
son pequeños en el sentido de la norma de un espacio 1* *). Esto quiere 
decir que se cumple una desigualdad 


(49 — 


‚© ~ wag 
Y (а,—а,)#+ 6, (4.2) 
ар 
donde ô es un número positivo suficientemente pequeño, que se Ha- 
mará error en la definición de los coeficientes de Fourier. 
Surge, naturalmente, un problema importante para las aplica- 
ciones: dados Jos valores aproximados de los coeficientes de Fourier 


ûn y În, restablecer en un punto fijo dado z la función f (z) con un 
error e (б) que tiende a cero cuando ё — 0. 

Probemos que por una sumación directa de la serie de Fourier 
соп Jos coeficientes de Fourier dados en la forma aproximada 


+} (а cos kz +5 sen kz), (А.З) 
imi 


es imposible, en el caso general, restablecer la función f (z) en un 
punto dado z, cualquiera que sea el grado de exactitud. 


з) Véanse en el p. 4, $ 4, c. 14 la definición del espacio 1% y de norma de 
sus elementos. 
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Fijamos arbitrariamente un error pequeño $>0 y ponemos 
c=V У + Supongamos que los errores en la definición de 
pen 
los coeficientes de Fourier tienen la siguiente forma concreta: 
э m > 5 
рн a =b, — b = 8 k= ава 
й0——45= 0, аһ а, =, —br күр та®®=1,% 
Para los coeficientes de Fourier dados con tales errores será válida, 
evidentemente, la relación (A. 2) con el signo de igualdad exacta. АЇ 
mismo tiempo, al sustituir la serie exacta de Fourier (А. 1) рог una 


serie de Fourier con coolicientes dados aproximadamente (А.З), 
cometimos un error que es igual a la suma de la serio 


Y @,—а,)совке + (б— bp) sen hz. 


їп el punto т == 0 esto error será igual a la suma de una serie 


(por pequeño que sea uu error б > 0 que se fija por nosotro: 

De este modo, por rápido que converja la serio trigonométrica de 
Fourier (A.1) hacia la función f (т) y por pequeño que sea un error б 
en la relación (A.2) que prefija el grado de desviación de los coefi- 
cientes aproximados de Fourier con relación a los exactos, por suma- 
ción directa de la sorie de Fourier con coeficientes dados aproxima- 
damente (А.З) resulta imposible restablecer la función / (z) en un 
punto dado del segmento | —a, л], cualquiera que sca el grado de 
exactitud. 

Hemos demostrado, de hecho, que, por pequeño que sea un nú- 
mero б > 0 que caracteriza la desviación (una de la otra en el senti- 
do de (A.2)) de dos totalidades de coeficientes de Fourier (ал, ba} 


y {аһ, br), correspondiente a estas dos Lotalidades, las sumas direc- 
tas de Jas series trigonométricas de Fourier (А.1). y (А.З) puede di- 
ferenciarse una de la otra tan fuertemente como se quiera. 

Los problemas de tal índole, en los cuales una desviación tan ре- 
queña como se quiera en la definición de los datos iniciales (en el ca- 
so examinado el papel de estos datos iniciales lo desempeña una tota- 
lidad de coeficientes de Fourier) puede causar una desviación, tan 
grande como se quiera, de las soluciones correspondientes a estos da- 
tos iniciales (en el caso examinado por solución se entiende una suma 
directa de la serie trigonométrica de Fourier) se encuentran frecuen- 
temente en las matemáticas y en las aplicaciones, recibiendo el nom- 
bre de problemas planteados de un modo incorrecto. 


30% 
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Dicho de otro modo, el problema examinado sobrelasumación di- 
vecta de una serie trigonométrica de Fourier está planteado de un mo- 
do incorrecto, 

Un método general de resolución de una amplia clase de proble- 
mas planteados de un modo incorrecto está elaborado por un matemá- 
tico soviético A. №. Топор у Пеуа el nombre de método de regulari- 
zación *), 

Detengámonos aquí en el método de regularización sólo con 
arreglo al problema examinado sobre la sumación de la serie trigonomé- 
trica de Fourier. 

2. Método de regularización para el problema de sumación de una 
serie trigonométrica de Fourier. Con arreglo al problema de sumación 
de una sorie trigonométrica de Fourier con coeficientes de Fowrier 
dados aproximadamente, el método de regularización conduce а un 
algoritmo que considera a título de un valor aproximado de la fun- 
ción J (х) no la suma de la serie (А.З), sino la de una serie 


тех а cos kz + bj sen Кл) - Ier (4.4) 


que se obtieno por multiplicación del k-ésimo término dela serie (А.З) 
por un factor eregularizador» тту, en el cual el parámotro а es 


una magnitud del mismo orden de pequeñez que el crror ô en la rela- 
ción (А.2) que prefija la desviación de los coeficientes de Fourier 

Con el fin de argumentar el citado algoritmo, demostremos el si- 
guiente teorema fundamental. 

Teorema de А. №. Tíjonov. Supongamos que una función f (2) 
pertenece а la clase 12\ — т. л) y es continua en un punto dado fijo 
а sobre el segmento | — ї. л]. Entonces, para todo 6> 0 y para а, 
que tlene el mismo orden de pequeñez que б, la suma de la serie (А.А) 


con losccoeficientes аҳ y ba que satisfacen la relación (А.2), coincide en 
el punto dado fijo z con f (x) соп un error e (8), el cual tiende а cero 
cuando 8» 0 2). 

DEMOSTRACION. Convengamos en considerar, sin perder la genera- 
lidad de “nuestros razonamientos, que с =ô (pues, el caso de 
о = C(8)-8, donde 0 < С, < C(8) < С, se examina de un modo 
sumamente análogo). Basta demostrar que para cualquier e> 0 exis- 
te tal $p(e) > 0, que en un punto fijo dado х se cumple, рага 
todos los ô positivos que satisfacen la condición 6 < бе, una desi- 


3) Por wn ciclo do obras dedicadas a la resolución de los problemas plantea; 
das de un modo incorrecto al académico A. N. Tíjonoy lo fuo otorgado en el 
año 1956 el promio Lenin. 

2) El teorema enunciado representa un caso particular de una afirmación 
mucho mas general demostrada por Tijonov. 
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gualdad 


[+5 14, соз ka -+ б, sen ka]- + 709] <e. (A5) 
ña 


Fijemos un e > 0 arbitrario. Cerciorémonos primero de lo que 
para e fijo se encontrará un número б, (e) > 0 tal que рага їойо ё 
positivo que satisface la condición de que 5< 5, (е), se cumplo una 
desigualdad 


[EF 2 а, — an) cos ke + (б, — bn) sen kz) Ep] < А0) 


к=! 


Para establecer (А.б), basta convencezse de que la suma que figura 
en el primer miembro de (А.б) tiende a cero, cuando 8 0 + 0. 

Al dividir la suma en el segundo miembro de (А.б) en dos sumas, 
en la primera de las cuales figuran los sumandos con números k que 
satisfacen la condición k < 1/5, y en la segunda, todos los sumandos 
restantes, y al aplicar a cada una de estas dos sumas la desigualdad 
de Cauchy—Buniakovski, tendremos *) 


2 ауа) cos ka + (Ж, 04) son Ёл] Ep |< 


pa 


= 
<V (EE 2 ао ро (4) + 
а 


+y У a 009. У r (АЛ) 
»+ 


+ 
Teniendo presente (A.2) y tomando en consideración que 
4 
У r00 
asi 


(por ejemplo, en virtud del criterio integral de Cauchy—Maclaurin, 
véase la desiguadad (4.38) del cap. 4, v. 11), resulta que en el 


gundo miembro de (A.7) figura una magnitud O (15) + О (67/2). 


з) En este caso tenemos en cuenta también que ms! TFS < 
1 


<= 


462 Anexo 


Podemos considerar, pues, que la desigualdad (A.6) está demostra- 
da, y para establecer la desigualdad (A.5), basta probar que para 
e 0 fijo se encontrará un número б; (e) > 0 tal que con todos los 
8 positivos que satisfacen la condición ô< 5, (e) se cumple la desi: 
gualdad 


I2+3 (ау cos ler +b, sen kx) Pr 7 (2) <je. (A8) 


dt 

Puesto que, por hipótesis, la función f (x) es continua en el punto 
dado fijo z, para e > 0 fijo podemos fijar tal y > 0 que, cualesquiera 
que sean los valores de y que satisfacen la condición de que | y — 
== z| <n, se cumplirá una desigualdad 


ПР) 1. (А.9) 


Pongamos ahora ү = 1/ }/ $у examinemos, para el punto fijo z y nú- 
mero fijo y >0, una función vs (y), definida en el semisegmento 
Ly <y<x—n + 2л mediante la igualdad *) 


ҮП .е-их-и E 
nof E en para 29 <y <, 
0 para 2 у 2—1 2л. 


y prolongada periódicamente соп nn período de 2л а toda la recta 
infinita — оо <y <-4 оо. 

Calculemos los coeficientes trigonométricos de Fourier А, y 
By de la función v, (y). 

De la igualdad (А10) y de la condición de que vy (y) es periódica 
con el período de 2л, llegamos a que ?) 


(4.10) 


зза =ч 
A= {о (0) cos tydy=-L { e-vix-0cos ky dy = 
El 2 


«т an 


А 
El е cos k (t +z) dt =$ cos ke \ е cos kt dt — 
EN 2 


n 

» a 

зеп | 2-11! sen kt dt =y cos kz { ес соз ht dt. 
n 2 


j Sin porder la generalidad consideramos que n < л. 
3) En este caso se toma en consideración que todas las integrales do una 
función periódica en los segmentos cuya longitud es igual a su período 
coinciden, realizamos una sustitución de la variable y=14+=, y tenemos 


a ° л 
presente que \ TM сов kt 012 { е сама, | е son 0. 
ЫП % їз 
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Luego, por cuanto 


A | pos 


А 
ў етт созда = [ р есь, 
i 


BA 
donde 
= k 
ө, = iE Enn, (АМИ) 


entonces, teniendo en cuenta que ё = 1/y*, obtenemos la siguiente 
expresión para el coeficiente de Fourier Ay: 


А Тр + 077" ооз чод. (4.12) 
De un modo sumamente análogo se establece que 
В, = Кыс +e-Ysen ёт. ү-оу. (A.13) 


Dado que, por hipótesis, la función / (y) pertenece a la clase 
L? | — m, л] y que la función vy (y) pertenece a la misma clase con 


6 = 2 > 0 cualquiera, resulta sor válida la igualdad de Parsoval 
(véase la igualdad (11.28) 


+ | о) ау $24 Y (4-а+Ву-Ь). (АЛӘ 
За a 
De las relaciones (4.12), (A.13) y (4.14) se deduce que con el fin 
de demostrar la desiguadad (А.8), basta establecer que para todos los 
$ suficientemente pequeños cumplen las desigualdades 


[+ { о у) | 5, (4.45) 


39 е-түдө + етту У) оу, (an cos kz + by sen Ёл) |< Z. (A48) 
[= 


Hagamos prolongar la función f (y) periódicamente con el perío- 
do de 2x a toda la recta infinita. 

Para demostrar la desigualdad (A.15), notemos que en virtud de 
que las funciones vy (y) y f (z) son 2a-periódicas y debido а la igual- 
dad (4.10) 

a ‚(=т= 
Fjamiva=t | 010 
ЕЗ 
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sen а 
= + { етмис) dy = f (2) Y { е-"х-иду + 
2, “л 
zin 
A dy. ол» 
БЫ 
Teniendo presente que *) 
sen a ‚ 
+ $ е-їїк-иду = +\ e-v dt=y { e- dt = 0 ес", 
Б a, à 


y tomando en consideración que para todo у del segmento [£ — y, 
2 + nl se cumple la desigualdad (A.9), llegamos, con auyda de las 
relaciones (A.17) a que 


EAO | ети 1+-(1=e=r) < 


етт) 15. 


Por cuanto рага todo punto fijo = у рага todos los números fijos 
e > 0 y ņ > 0 os válida, con cualquier ô = 1/y? suficientemente pe- 
queño, la desigualdad е^?" | f (x) | < e/4, la relación (A.15) queda 
demostrada. 

Resta por demostrar la desigualdad (A.16). De (A.11) resulta evi- 


dente que para las magnitudes оу con todo k = 1, 2, ... . es válida la 
estimación 

Гак |< Xk. (4.48) 
Para la magnitud o de (А.М) obtenemos, рага cualquieró = 4/y? 


una estimación 
1% | 1/21. (4.19) 


Aplicando a la suma que figura en el primer miembro de (A.16) la 
desigualdad de Cauchy—Biniakovski y aprovechando las estimacio- 
nes (4.18) y (4.49), obtendremos ?) 


| а. е-үтү,--е-ттү Jy б (a, cos lez +b, sen kz) |< 


= 
же-ү [24 Y) (3+5)]"-[1+43 +J”. (4.20 
жа = 


1) Al calcular la integral mencionada cambiamos la variable y = t -- z, 
2) En este caso mayoramos por la unidad los módulos de las funciones 
соз ke y sen ke. 
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Ambas sumas que figuran entre corchetes del segundo miembro en 
(А.20) están acotadas por una constante (independiente de 8). 
El carácter acotado de la primera de las sumas citadas proviene en 
seguida do la desigualdad de Bessel y, de la segunda fue demostrado 
en el cap. 4, v. IL 


Por cuanto, para todo y > 0 fijo, lim e7- y = lím e” зел, 


К 0-0 
el segundo miembro de (А.20) ез menor que el númoro e/4 con 
todo e > 0 fijo, cualquiera que sea 8 positivo pequeño. El teorema 
está demostrado. 

3. Observaciones conclusivas sobre el significado del método de 
regularización. El método de regularización propuesto por A.N, Tíjo- 
nov es de gran importancia científica. 

Supongamos que con ayuda de algún aparato medimos las carac- 
terísticas frecuenciales de un proceso físico que se analiza. Por im- 
perfección del aparato dichas características frecuenciales so miden 
con cierto error. 

Surge, naturalmente, un problema de si homos de perfeccionar 
indefinidamente la precisión del ара: con el fin de obtener una 
idea, exacta al máximo, del proceso físico que nos interesa, o bien el 
camino hacia ol objetivo planteado radica en el desarrollo de tales 
métodos matemáticos de elaboración de los resultados de medición 
que nos permitan extraer la máxima información sobre el proceso 
en consideración, sirviéndonos de los aparatos de medición de las 
características frecuenciales que hoy día están en nuestra disposición. 

El método do regularización indica una vía hacia tal elaboración 
matemática de los resultados de medición de las características de 
frecuencia (es decir, de los coeficientes de Fourier) que nos proporcio- 
na la información sobre un fenómeno físico estudiando (es decir, so- 
bre la función buscada / (2)) con un error correspondiente al error еп 
los resultados de medición de las características de frecuencia. 
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